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Résumé

L'objet de cette these est le placement de 12 pentaminos pour former un parallélépipede
rectangle d’un volume de 60 cubes unités. Un pentamino est un assemblage de 5 cubes
unités posés sur un plan et connectés par au moins une face commune. Les 12 pentaminos
correspondent au 12 formes possibles, ressemblant aux lettres E, I, L, BN, T, U, V, W, X, Y, Z.
Il existe des placements pour former des parallélépipedes de dimensions 1x3x20, 1 x4x 15,
I1x5x12,1x6x10, 2x3x10, 2x5x6 et 3x4x5. La these s’organise en quatre parties et une
annexe.

(1) On expose tout d’abord la méthode générale pour exprimer de tels placements par
des contraintes sur les entiers et comment résoudre ces contraintes a 1’aide de résolutions
locales et de propagation d’intervalles, exprimées sous forme de transformations de sous-
contraintes.

(2) Puis on introduit une contrainte de « distance » qui se montre trop inefficace pour
calculer tous les placements.

(3) On introduit alors d’autres contraintes plus élémentaires, comme la multiplication
entiére par une constante, la somme multiple d’entiers, la contrainte « étre des entiers tous
différents », une contrainte de translation et une contrainte de placement. On montre com-
ment résoudre localement chacune de ces contraintes.

(4) Apres avoir défini une stratégie de transformation de nos sous-contraintes, et une mé-
thode pour éliminer les symétries, nous pouvons effectivement calculer tous les placements
possibles de pentaminos et comparer nos temps a celui d’un pur algorithme énumératif.
Nos temps restent malheureusement bien en dessous.

(5) Enfin on trouve en annexe la description de l’algorithme énumératif pur et surtout,
sous formes de dessins, tous les placements possibles de pentaminos dans un parallélépi-
pede rectangle d'un volume de 60 cubes unités.
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Introduction

Un polyomino (ou n-omino) désigne une figure simple composée de n carrés 1 x 1 connec-
tés le long de leurs cotés. Le terme polyomino a été créé par Solomon W. Golomb en 1953
dans une présentation qu’il en fit au Harvard Mathematics Club, 1'article [Gol54] présente
différentes facons de paver un échiquier avec des polyominos de deux (les classiques do-
minos), trois, quatre et cinq carrés : les pentaminos. Mais le premier probléeme connu portant
sur les pentaminos fut publié en 1907 dans les Canterbury Puzzles par Henry Ernest Dudeny
[Dudo07].

Dans [Gar58] Martin Gardner donne une épaisseur aux pentaminos, ce sont maintenant
des pieces connexes formés de 5 cubes unitaires assemblés a plat. Il en existe 12 différents et
leurs formes ressemblent aux 12 lettres E I, L, PN, T, U, VW, X, Y et Z.

PlLRIdPmLeLd

FIG. 1 - Les 12 pentaminos

Nous nous intéressons a placer de toutes les fagons possibles ces 12 pentaminos dans un
parallélépipede rectangle d’un volume de 60 cubes unités. Pour ceci, nous introduisons des
contraintes aux nombres entiers dont les solutions sont précisément les placements recher-
chés. Nous résolvons ces contraintes par une méthode de réduction d’intervalles classique
qui consiste a isoler I’ensemble des solutions dans plusieurs produits cartésiens d’intervalles
de plus en plus réduits.

Organisation de ce document

Ce document comprend quatre chapitres et deux annexes :

Dans le premier chapitre, nous présentons le probleme des pentaminos et 1'énongons
sous la forme d’une contrainte composée de deux contraintes globales : une contrainte de
« points distincts » qui impose a un ensemble de vecteurs de Z3 de prendre des valeurs
distinctes deux a deux et une contrainte de « placement » qui impose a un ensemble de vec-
teurs de Z3 a étre isométriques a une forme donnée. Nous présentons aussi notre algorithme
général pour résoudre de telles contraintes.

Dans le second chapitre, nous décomposons ces deux contraintes globales a I’aide d'une
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FIG. 2 — Exemple de placement des pentaminos dans une boite de dimensions 3 x 4 x 5

contrainte de « distances » qui fixe toutes les distances entre plusieurs vecteurs de Z?. Cette
méthode, bien que fournissant des solutions a notre probleme se révele inefficace pour re-
chercher toutes les solutions.

Dans le troisieme chapitre, nous décomposons cette fois-ci la contrainte d’étre des vec-
teurs distincts au moyen d’une contrainte d’« entiers distincts » et des contraintes de « pro-
duit par une constante » et de « sommes multiples ». La contrainte de placement est main-
tenant traitée sans décomposition. Nous donnons également les méthodes de réduction de
ces nouvelles contraintes. Cette nouvelle formulation permet de calculer I'intégralité des
solutions aux différents problemes de placement des pentaminos,

Le chapitre quatre décrit les résultats obtenus par cette derniere approche et les compare
avec ceux d'un algorithme classique dit « de force brute ». Ce dernier reste malheureusement
de loin la meilleure méthode pour résoudre le probleme des pentaminos.

La premiére annexe décrit 1’algorithme classique mis en concurrence avec notre méthode
de programmation par contraintes.

La deuxiéme annexe donne sous forme de dessins tous les placements de pentaminos
dans une boite de dimensions 1 x3x20, 1 x4x15, 1x5x12, 1 x6x10, 2x3x10,2x5x6 et
3x4x5.



Chapitre 1

Méthode générale

1.1 Notations et définitions

1.1.1 Intervalles et blocs

On désigne par Z I'ensemble des entiers. Si a et b sont des entiers, on appelle intervalle
I’ensemble éventuellement vide des entiers z tels que a < z et z < b et on le note [a,b] On
note I (resp. I) le plus petit (resp. le plus grand) élément de l'intervalle I quand il existe.
Soit z un réel, on note [z] (resp. | z]) le plus petit (resp. le plus grand) entier supérieur (resp.
inférieur) ou égal a z. On appelle bloc tout produit cartésien fini I; x - - - x I, d’intervalles I;.

Si rest un sous-ensemble de Z", la i-eme projection de r, notée proj,(r), est I'ensemble des
entiers e tels qu’il existe (zy,...,x,) € ravec z; = e. L'approximation d’un ensemble de r,
notée apx(r) le plus petit produit cartésien d’intervalles d’entiers contenant r.

De I'ensemble agréables des propriétés [BO93] de I'application r +— apx(r) nous en
retiendrons deux qui nous seront utiles dans différents calculs de pavés de la forme
apx(rnlyx---x1Ip,):

apx(r; U---Ury,) = apx(apx(r;) U--- Uapx(ry,)) (1.1)
et
apx(r) = apx(proj, (1)) x - x apx (proj,, (1)) . (1.2)
ot r et les r; sont des sous-ensembles de Z" et proj; (r) est la ieme projection de r, c’est-a-dire
I'ensemble des éléments b de Z tels qu’il existe un n-uplet (a1, ...,a,) de ravec b = a;.

1.1.2 Formule normalisée

Une formule f est dite normalisée lorsque elle est écrite sous la forme suivante :

Jzpm dTmer...J
r1 €L AN---Nxp, €1,
AN pLA--Apg
NN Nq
A vrai
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ou les x; sont des variables; les I; sont des intervalles d’entiers; les p; sont des contraintes
dela forme (y1,...,ym) € 1, r étant un ensemble de m-uplets d’entiers et les y; des variables
distinctes prises dans 1’'ensemble des xz;; et les ¢; sont des formules normalisées sans occur-
rence des z; sous la portée d’un quantificateur.

1.1.3 Translations et rotations

Par matrice de rotation M nous entendons une matrice dont les éléments sont —1, 0 ou 1,
qui est de la forme

011 012 013
M = |02 0O 023 (1.3)
031 032 033

avec au plus un élément non nul par ligne et par colonne, et dont le déterminant vaut 1.
Appelons point tout élément de Z? et configuration tout ensemble fini de points. Soient

f = {(al,b1701),...,(an,bn,cn)},
f, = {(all’ ll,cll),..,,(a%,b%,c%)}

deux configurations de n points. On dit que f' est une translatée de f si il existe des éléments
¢,d, e de Z tels que, pour chaque i pris dans [1, n], on ait

a; a; + c,
B, = bi+d,
¢ = c+te.

On dit que f’ est une pivotée de f s'il existe une matrice de rotation M de la forme (1.3) telle
que, pour chaque i pris dans [1,n], on ait

a, = 011a; + 012b; + b13¢;,
by = 091a; + Oa2b; + Oa3ci,
C; = 031a; + 032b; + O33¢;.

On note translatés(f) I'ensemble des translatées de la configuration f et pivotés(f) I'en-
semble des pivotées de f. On peut alors définir la classe de la configuration f comme l'en-
semble classe (f) des configurations qui sont égales a f a une translation et une rotation
pres. On a donc

classe(f) = U translatés (g) (1.4)
gepivotés(f)
1.1.4 Pentaminos
Un pentamino est une configuration {(a1,b1,c1),..., (as,bs,c5)} de 5 points qui satisfait

aux conditions de planarité et de connexité suivantes :
— les a; sont tous égaux ou les b; sont tous égaux ou les ¢; sont tous égaux,
— il existe une suite iy, ...,%; d’entiers pris dans 1..5 qui fait intervenir chaque élément
de 1..5 et qui est telle que (a;,_, — a;;)? + (b, — bi;)* + (i, — ¢;;)* = 1, pour chaque
jJ pris dans 2..k.

11



CHAPITRE 1. METHODE GENERALE 5

On se donne les 12 pentaminos de bases 7;, . .., 72 suivants :

m = {(1,2,0),(2,2,0),(3,2,0),(3,1,0),(2,3,0)},

m = {(1,1,0),(2,1,0),(3,1,0),(4,1,0),(5,1,0)},

3 = {(1,1,0),(1,2,0),(2,2,0),(3,2,0),(4,2,0)},

m = {(2,1,0),(1,1,0),(1,2,0),(2,2,0),(3,2,0)},

= {(1,1,0),(2,1,0),(2,2,0),(3,2,0),(4,2,0)},

w = {(1,1,0),(1,2,0),(1,3,0),(2,2,0),(3,2,0)}, (1.5)

m = {(1,2,0),(1,1,0),(2,1,0),(3,1,0),(3,2,0)}, ’

s = {(1,1,0),(2,1,0),(3,1,0),(3,2,0),(3,3,0)},

o = {(1,1,0),(2,1,0),(2,2,0),(3,2,0),(3,3,0)},

o = {(1,2,0),(2,2,0),(2,3,0),(2,1,0),(2,3,0)},

i = {(1,1,0),(2,1,0),(3,1,0),(4,1,0),(3,2,0)},

T2 = {(17170)7(27170)7(2 )7(2737 ) (37370)}
L’ensemble de sous-ensembles {classe (71), ..., classe(m2)} est alors une partition de I'en-
semble des pentaminos en 12 classes. En accord avec les formes physiques qui leurs sont
associées les ensembles classe (1) , ..., classe (7w12) sont souvent notées F, I, L, PN, T, U, V,

W XY, Z

1.2 Enoncé du probléme

Ftant donnés trois entiers positifs a, b et ¢ tels que abc = 60, nous voulons partitionner
I'ensemble [0,a—1] x [0,b—1] % [0, c—1] de points en 12 pentaminos fi, ..., f, appartenant
respectivement aux ensembles classe (71) , .. ., classe (m12). En posant, pour chaque i € 1..12,

fi= {(5E5z’—4,y5i—4,z5z’—4) yeey (1U5z'—0,y5i—0, Z5i—0)}

avec ((z5id,Ysid,25i4) -, (T5i0,Ysi0,25i0)) lexicographiquement croissant, le calcul
d’une partition revient au calcul d'une solution en z1,y1, 21, . .., Z60, Y60, 260 de la contrainte

T € [0,@—1] AN... N\ Tgy € [O,G—l]

y1 € [0,b—1] A... A ygo € [0,b—1]

21 € [0,c=1] A... A 29 € [0,c—1]

(1131, Y1, 215+ -5 L605 Y60, 26[)) € PointsDistincts
(ml,yl,zl, R ,x5,y5,z5) S Classe(m)

> > > > > >

(%56, Y565 256 - - - » T60 Y60, 260) € Classe(m)

ol
— PointsDistincts est 'ensemble des 3n-uplets (a1, b1, c1, ..., ap, by, ¢,) d’entiers qui sont
tels que, pour tout 4, j pris dans 1..n, le point (a;, b;, ¢;) soit distinct du point (a;, b, ¢;),
si ¢ est distinct de 7,
— Classe(f), avec f une configuration de n points, est 'ensemble des 3n-uplets
(a1,b1,c1,. .., an, by, c,) d’entiers qui sont tels que

{(a1,b1,¢1) ..., (an,bp,cy)} € classe(f) et
((a1,b1,¢1), ..., (an,bn,cy)) estlexicographiquement croissant,
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— les m; sont les pentaminos de base définis en (1.5).

1.3 L’algorithme général de résolution

Soit f une formule normalisée. L’algorithme de résolution utilisé consiste a appliquer a
la formule f V faux une suite de transformations qui a chaque étape produisent une formule
fi V...V fp V faux équivalente, ot les f; sont des formules normalisées. Aprés un nombre
fini de transformations, nous obtenons une formule équivalente a f de la forme :

(faux, si f est équivalente a faux

vraiV ---V vraiV faux, si f est équivalente a vrai

{ z1 € {a1} z1 € {z}
A - A e
VeV V faux, dans les autres cas.
N xp € {an} N xn € {zn}
A vrai A vrai
ou {(ai,...,an),...,(21,...,2n)} est 'ensemble des n-uplets de valeurs pour lesquelles la

formule obtenue en substituant dans f ces valeurs aux z; est équivalente a vrai.
Les opérateurs A et V sont associatifs et commutatifs. Pour des raisons de commodité,
nous omettons d’écrire certaines parenthéses dans nos formules.

1.3.1 Reégles de transformation

Les six transformations de la table 1.1 sont appliquées sur une formule f; V...V f, V
faux ot les f; sont des formules normalisées; quand une de ses sous-formules est sous la
forme du membre gauche d’une de ces regles, on la remplace par le membre droit qui lui est
équivalent. La formule f] V...V f} V faux ainsi obtenue est équivalente a f1 V...V f, V faux
etles f/ sont des formules normalisées.

Dans ces six transformations, p et ¢ sont des conjonctions de formules, r est un sous-
ensemble de Z", les entiers ay, . .., a, sont tels que (ay,...,a,) € r, les intervalles I,..., I,
sont non vides et I, ..., I} sonttels que I] x---x I = apx(I} x---x I, Nr) etil qu'il existe
un i tel que I} # I,, les intervalles I, J, K sont non vides ettelsque I = JUK et JNK =)
et ¢ est sans occurrence de z;.

1.3.2 Correction de I'algorithme

On associe a toute formule de la forme f; V ...V f, V faux ou les f; sont des formules
normalisées le couple d’entiers positifs (n1,n2) ol :

— ny est la somme sur ¢ des produit des carrés de la taille des intervalles apparaissant

dans chaque formule normalisée f;,

— ng est le nombre d’occurrences du A dans la formule f; V...V f, V faux
Considérons le couple d’entiers positifs (n),nf) associé a la formule f] V...V f] V faux
obtenue par application de la (7)-eme transformation

- n} <njpouri€ {5,6},
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dzy... 3z, dzy ... 3z,
(1) g A p - p
A vrai A q
Tly...,Ty) ET
A 2116 {al}n) 71 € {ar}
@ | N > |
Az € {ap} A € {an}
dzy ... 3z,
(3)  fauxV z €l —  faux
N p
3z .. o dzo ... dzy,
(4) r1 €5 — ( )
AN p p
(x1,...,2p) ET (T1,...,Tn) ET
AN xz1 €L A (II1€I{
) N = | A
AN xz, €1, N xn, €1
dzy -y, dzy ...z, dzy ...z,

(6) fauxV x el — fauxV zed \ V reK
A p N p A p

TAB. 1.1 — Les regles de réécriture

- n} <njetnh < ngpouri € {1,2,3,4}.

Toute suite de transformations que I'on applique sur une formule f V faux ot f est norma-
lisée produit donc une suite de couples (n1,ny) strictement décroissante lexicographique-
ment; n; et ny étant positifs, cette suite converge et le nombre de transformation que 1'on
peut appliquer itérativement sur f V faux est donc fini.

Apres avoir épuisé toutes les transformations possibles, notre formule sera sous la forme
fiV...V f,Vfaux, n pouvant étre nul, ot les f; sont des formules normalisées sans contrainte
de la forme z € I avec I de taille supérieure a 1 (on pourrait appliquer la régle 6) ou nulle
(on pourrait appliquer la regle 3), sans contrainte de la forme (z1,...,z,) € r(la valeur de
chaque variable étant fixée, on pourrait appliquer soit la régle 2, soit la régle 5), sans quanti-
ficateur en téte (la valeur de chaque variable quantifiée étant fixée, on pourrait appliquer la
régle 4) ni dans le corps de la formule (on pourrait appliquer la regle 1).

Les f; sont donc toutes de la forme (z; € {a1} A ... Azp, € {amn} A vrai) et ont toutes
le méme nombre de variables (qui peut étre nul) qui est le nombre de variables libre de la
formule initiale.



Chapitre 2

Expression du probleme avec une
contrainte de distance

Une des premiere modélisation du probleme a été de spécifier la forme des pentaminos a
’aide d"une contrainte de distance, la donnée des distances entre les couples de points d'un
pentamino étant suffisante pour définir sa forme.

2.1 Une contrainte de distances

Etant donné n(n — 1)/2 entiers positifs dy2,d13,...,d1n,d23,...,d, 1, on définit par
Distance(di 2,d1 3, ...,d1y,d23,...,d,—1,) 'ensemble des 3n-uplets d’entiers (z1,y1, 21, . . . ,
T, Yn, Zn) qui sont tels que :

dip = (z1—22)*+ (41 —y2)* + (21 — 22)?
A dig = (o —23)? 4 (1 —y3)t 4 (21— 23)?
A :
A dn—l,n = (xn—l - wn)Q + (yn—l - yn)2 + (Zn—l - Zn)2

FIG. 2.1 — Calcul des d; ; pour le pentamino F’
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Nommons (asi—4, bsi—a, C5i—4), - - -, (asi—0,bsi—0, c5i—0) les coordonnées des 5 points du
pentamino de base 7;, prises dans l'ordre lexicographique, pour tout i pris entre 1 et 12.
Posons pour tout j pris entre 1 et 4 et pour tout k inférieur a j pris entre O et 3 :

dsi—jsi-k = (a5i—j — asi—k)* + (bsizj — bsi—k)* + (c5i—j — Csi—k)’

En posant
dsi—45i—3 dsi—api—2 dsi—asi—1 dsi—api
_ dsi—35i—2 dsi—35i—1 d5i—3,5i
Pi= d d
5i-25i-1 52,5
dsi—15i

nous obtenons a partir des coordonnées de nos pentaminos de base les 12 matrices triangu-
laires supérieures définissant la forme des pentaminos :

[1 2 5 4] (1 4 9 16 | 1 2 5 10
1 21 1 4 9 1 4 9
PL= 5 2| 727 14| a7 1 4
I i I 1 1
11 5] [ 1 5 10 | (1 4 2 5]
1 4 1 5 1 1 4
Pi= o | 5= 1 4 Po = 5
i 1 I 1 I 1|
(1 1 4 5] 1 45 8 1 2 5 8]
2 5 4 1 2 5 1 2 5
Pr= 1 2 Ps = 1 4 Po = 1 2
i 1| 1 I 1]
2 1 2 4 1 4 5 9 1 2 5 8
1 4 2 1 2 4 1 45
Pio = 11 P = 11 P12 = 1 9
2 2 1
Soit f = {(z1,y1,21),- ., (®5,Ys, z5) } une configuration de 5 points. Nous avons mainte-
nant une condition suffisante pour que f appartienne a classe (;) :
(1,91, 21, ,25,Y5,25) € Distance(ds;—a,5i—3, dsi—4,5i—25 - - - » d5i—1,5i)
\
f € classe (m;)
Soit f = {(z1,y1,21),...,(Z5,Y5,25)} une configuration de 5 points appartiennant a

classe (m;). Il existe alors une permutation o : 1..5 — 1..5 telle que

(xa(l) ) yo‘(l)7 zo‘(l)a s 7170'(5)7?/0'(5)7 zo‘(5)) € DjStance(d5if4,5i737 d5i74,5i727 [ d5i71,5i)
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Il s’ensuit que pour toute configuration f = {(z1,y1,21), ..., (z5,ys5,25) }

Voex ((%(1)7%(1)7 Za(1)s -+ s Ta(5) Yo(5)s Za(5)) € Distance(dsi—a,5i—3, dsi—4,5i-2,, - - - 7d5z>1,5i))

v

f € classe (;)

ce qui entraine

Voes ((%(1),%(1), Zg(1)s s Ta(5) Yo(5)s Zo(5)) € Distance(dsi—a,5i—3, dsi—4,5i-25 5 - - - ad5i—1,5i))
et ((z1,v1,21),--.,(zs5,ys, 25)) est lexicographiquement croissant
)
(T1,Y1,21,---,%5,Ys5, 25) € Classe(m;)

avec X I'ensemble des permutations 1..5 — 1..5

La contrainte de distance est donc suffisante pour exprimer qu'une configuration appar-
tient a classe(7;) mais elle n’entraine pas I'appartenance a Classe(m;). Nous alons dans ce
chapitre substituer aux contraintes

(T5i—4, Ysi—a, Z5i—4, - - - T5i, Ysi, 25i) € Classe(r;)

de notre probleme les nouvelles contraintes

(T5i—4, Ysi—ds Z5i—ts - - - » T4, Ysiy 25i) € Distance(dsi—4,5i—3, dsi—a,5i-2, - - - » d5i—1,5i) -

Cette substitution nous pose un probléme : elle génere des solutions composées de confi-
gurations identiques, bien que différentes. Ces solution ne différent que par 1’ordre de place-
ment des cubes d’'un méme pentamino. Il nous faut alors éliminer ces solutions redondantes
introduites par les symétries internes de certains pentaminos.

2.1.1 Simplification de la contrainte de distances

Nous n’avons pas trouvé d’algorithme efficace permettant de réduire parfaitement la
contrainte de distances. Pour pouvoir la traiter, nous avons décomposé cette contrainte de
distances en plusieurs petites contraintes de distance ne faisant intervenir que des couples
de points :

(:El, Y13 215+ Ty Yns Zn) S Distance(dl,g, d1,3, Caey dn—l,n)
U
((Ifl, Y1, 21,22, Y2, 22) € distance(dl,g)
A (1131, Y1, 21,23, Y3, 23) c distance(dl,g)

A
N (Zp—1,Yn—1,2n—1,Tn;Yn, 2n) € distance(d,_1 5)

ou pour tout entier d, distance(d) est"ensemble des 2n-uplets d’entiers (z 1, ..., Zn, Y1, .-, Yn)
qui sont tels que
($1_y1)2+“‘+(xn_yn)2 =d
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2.1.2 Réduction de la contrainte de distance

Soit 2n intervalles d’entiers Iy, ..., I, Ji, ..., J,, on cherche a calculer les plus petits (au
sens de l'inclusion) intervalles d’entiers I1,..., 1}, J1, ..., J), qui sont tels que

I x---x J, Ndistance(d) = I x---x.J! N distance(d)

Pour tout i« compris entre 1 et n, on calcule tout d’abord les intervalles A; égaux aux
Ii — Ji :
Ai=1Li—Ji=ILi+ (=) = L= T, T; - Ji]

suivi du carré A? de ces intervalles :

22,57 siA; >0
A2 = Kﬁ,gﬂ siA; <0
0, max(&{fﬁ)] sinon
ce qui nous permet de rechercher les n-uplets d’entiers (a1, . . ., a,) qui sont tels que (a3, ...,a2) €
A¥x---xAZeta? + -+ a2 = d. Soit A2 x--.x A’”? 'enveloppe entiere de 'ensemble de
tous les n-uplets (a2,...,a2). Les bornes inférieures et supérieures des A’? étant des carrés

d’entiers, on calcule alors maintenant les A} = /A’ f de la fagon suivante :

{@’\/K—;Q] Siﬁ Z 0
A= {V_KQQ’_\/E} siA; <0
apx (300 ([T /a7] v [ A2 V/3T])) - sinon

Enfin, sachant que A; = I; — J;, on calcule pour tout i entre 1 et n

Iz( :Iiﬂ(A; — Jl)
Ji = J; N (I; — A})

2.1.3 « Etre des points distincts »

Deux points (z;,v;, 2;) et (z;,y;, z;) ne sont pas confondus si et seulement si la distance
entre ces deux points est non nulle. Pour exprimer cette contrainte, nous utilisons une nou-
velle contrainte de distance, mais cette fois-ci, on exprimera juste que la distance est positive
et non plus égale a une constante :

(xiayiazi) 7& (x]ay]?zj)
\
(@i — )% + (yi — y5)° + (2 — 2)* > 0

Pour résoudre cette contrainte de distances positives, nous utilisons les mémes calculs
que précédemment, mais en recherchant cette fois-ci les n-uplets d’entiers (a1,...,a,) qui

sont tels que (a?,...,a2) € A?x---xA2eta? + -+ a2 > 0.
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Pour que les 60 points de notre probleme soient distincts deux a deux, nous posons alors
une contrainte de ce type pour tous les couples de points :

(1131, Y1, 215+ -5 L605 Y60, 26[)) € PointsDistincts
\
(:L‘1 - 272)2 + (y1 - y2)2 + (Z1 — Z2)2 >0
(z1 —23)% + (Y1 —y3)> + (21 — 23)* > 0

> > > >

(z59 — T60)% + (Y59 — Y60)? + (259 — 260)% > 0

2.2 Flimination des symétries

FIG. 2.2 — Symétries internes des pieces I,T,U,V, W, Z et X

Les pentaminos I, T,U,V, W, X et Z présentent des symétries internes (Figure 2.2) ; lors
de la recherche des solutions a notre probleme, les mémes placements de pentaminos ap-
paraitront plusieurs fois, comprenant chacun les mémes orientations de pentaminos, mais
certaines orientations se distinguant par une permutation du placement des cubes la compo-
sant. Pour éviter ce probleme, il nous faut rajouter des contraintes qui vont forcer les cubes
de ces pentaminos a ne pas prendre d’orientations symétriques d’autres.

Les symétries internes des pieces I,T,U et Z sont celles qui s’éliminent le plus facile-
ment : il suffit de contraindre les points du , de la barre supérieure du 7', de la base du U et
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de I'axe du Z a étre alignés par z,y ou bien z (suivant ’orientation de la piece) croissants :

‘ Pentamino ‘ Contrainte ‘

1 <zs ANy1 Sys ANz1 <z

Tog < Tog A\ Yos < Yog N 226 < 208
31 < T36 A Y31 < Yse A 231 < 236
ZTs7 < Ts9 A Ys7 < Ys9 A 257 < 259

N| S|~

Le V etle W présentent par contre une symétrie par rapport a un axe diagonal, pour éli-
miner les placements de points du pentamino symétriques, on impose au vecteur perpendi-
culaire au plan de placement du pentamino a ne prendre qu'un sens sur deux, en imposant
par exemple a ses coordonnées d’étre positives, a 'aide d"un simple produit vectoriel :

‘ Pentamino ‘ Contrainte ‘

(y10 — y38) X (236 — 238) — (¥36 — y38) X (240 — 238) > 0

14 A (w36 — 38) X (240 — 238) — (Ta0 — T38) X (236 — 238) > 0
A (240 — 238) X (Y36 — y38) — (T36 — T38) X (ya0 — y38) > 0

(Y45 — y43) X (241 — 243) — (Ya1 — y43) X (245 — 243) > 0

w AN (a1 — w43) X (245 — 243) — (Ta5 — T43) ¥ (221 — 243) > 0
AN (245 — 243) X (Ya1 — ya3) — (41 — 743) X (ya5 — ya3) > 0

Le pentamino X combine quand a lui toutes les précédentes symétries internes. Etant
symétrique par rapport a son axe horizontal et a son axe vertical, on contraint les points de
ces deux barres a étre alignés par z,y ou bien z croissants, comme pour les pieces I,T,U et
Z ; étant symétrique par rapport aux deux diagonales passant par son centre, on contraint le
vecteur perpendiculaire a son plan de placement a avoir toutes ses coordonnées positives,
comme pour les pentaminos V et W :

‘ Pentamino ‘ Contrainte ‘

ZTag < T50 A Yas < Y50 N 246 < 250
a7 < g9 N Yar < Ya9 N 247 < 249
(Y48 — yar) ¥ (za6 — za7) — (ya6 — Yar) X (248 — 2a7) > 0
(746 — Ta7) X (248 — 247) — (Tag8 — Ta7) X (246 — 247) > 0
(248 — Ta7) X (Y26 — Yar) — (a6 — Ta7) X (yag — ya7) >0

> > > >

Toutes les symétries internes des pieces sont ainsi éliminées.
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2.3 Nouvelle formulation de la contrainte

Apres application de ces décompositions et ajout de ces nouvelles contraintes, notre
contrainte se trouve sous la forme suivante :

(1, Y1, 21, T2, Y2, 22) € distance(d; )
(w1,y1, 21, 73,93, 23) € distance(d 3)

(x4, Y4, 24,5, Y5, 25) € distance(dy s)

(56, Y56, 256, T57, Y57, 257) € distance(dse 57)
(w56, Y56, 256, 58, Y58, 258) € distance(ds 53)

(259, Y59, 259, T60, Y60, 260) € distance(dsg 60)
(1 —22)? + (y1 —y2)? + (21 —22)2 > 0
(21— 23)? + (y1 —y3)> + (21 — 23)2 > 0

(z59 — m60)? + (Y59 — Y60)> + (259 — 260)* > 0

1 < w5 ANYy1 <ysANz1 < z5

Zo6 < g A Y26 < Yag A 226 < 2og

x31 < T36 A Y31 < Yse N 231 < 236

57 < 59 AN Yst < Ys9 A 257 < 259

(Y10 — y38) X (236 — 238) — (Y36 — ¥38) X (240 — 238) > 0

(236 — 238) X (240 — 238) — (w40 — w38) X (236 — 238) > 0
(40 — m38) X (Y36 — y38) — (%36 — 233) X (y40 — Y3s) > 0
(Ya5 — ya3) ¥ (241 — 243) — (Ya1 — ya3) X (245 — 243) > 0

(41 — m43) X (245 — 243) — (T45 — T43) X (241 — 243) > 0
(w45 — 243) X (Ya1 — Ya3) — (@41 — 243) X (ya5 — Ya3) > 0

Zas < T50 A Yas < Yso N 246 < 250

a7 < a9 AN Yaz < Yag N 247 < 249

(yas — yar) X (246 — 247) — (yas — yar) X (248 — 2za7) > 0

(46 — Ta7) X (248 — 247) — (T4g — T47) X (246 — 247) > 0
(748 — 2a7) X (Y26 — Ya7) — (a6 — Ta7) X (Y48 — Ya7) > 0

>>>>>>>>>>>>>>>>> >>>> >>> > > >

2.4 Résultats

La résolution du probleme des pentaminos modélisé avec cette contrainte ne fonctionne
pas. Lors de I'exécution de I'algorithme de résolution, nous n’obtenons dans les meilleurs
cas qu'une solution par heure de calcul ; ce qui est bien trop lent.

Notre probleme a été décomposé en un ensemble de contraintes trop locales, ne mettant
en relation que des couples de points. Dans le chapitre suivant, nous étudions les contraintes
de « placement » et de « points distincts » de fagon globale, en posant la premiere sur l'en-
semble de cinq points de chaque pentamino et la suivante sur ’ensemble des points du
probléeme, en espérant bénéficier de réductions plus efficaces.



Chapitre 3

Expression du probleme avec des
contraintes plus élémentaires

Nous allons dans ce chapitre décomposer notre probleme en contraintes plus élémen-
taires, et étudier la facon de réduire ces contraintes. Cette nouvelle contrainte décrivant le
probleme des pentaminos sera ensuite fournie en entrée a I'algorithme de résolution pré-
senté dans le premier chapitre. Cet algorithme transformera notre contrainte en une nou-
velle contrainte plus simple composée d'une disjonction de plusieurs contraintes simples
représentant chacune une solution de notre probleme.

3.1 Simplification de la contrainte d’étre des vecteurs distincts

Ne disposant pas de moyen efficace de calcul de la contrainte « étre n vecteurs distincts »
et remarquant que les triplets (z,y, z) € [a — 1]x[b — 1] x [¢ — 1], nous utilisons "application
(z,y,2) — x + ay + abz pour ré-exprimer cette contrainte au moyen de la contrainte « étre n
entiers distincts ». La contrainte

(1131, Y1y 21,5+ L60, Y60, ZGO) € PointsDistincts
deviens alors

Elml...ﬂmﬁo
my € [0,abc — 1] A... A mgo € [0,abc — 1]

A (mi,21,y1,21) € SommeP(1, a, ab)

A :

A (meo, 60, Yso, 260) € SommeP(1, a, ab)
A (mi,...,meo) € EntiersDistincts

ou EntiersDistincts est]’ensemble des n-uplets d’entiers distincts deux a deux et SommeP(a 1, . . .

I'ensemble des n-uplets d’entiers (z,y1,...,yn) tels que z = a1y1 + -+ + anyn.

Calculer efficacement une contrainte de « somme pondérée » étant quelque chose d’aussi
difficile que de résoudre un probleme de sac a dos (qui en est un sous-probleme); nous
décomposons cette contrainte en contraintes élémentaires de « somme » et de « produit par
une constante » en introduisant a nouveau des variables quantifiées qui n’apparaissent pas

15
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dans les solutions :
(m,z,y,z) € SommeP(1,a,ab)

v

Jds3t
s€0,a(b—1)]
A te€0,ab(c —1)]
A (s,y) € Produit(a)
A (t,z) € Produit(ab)

A (m,z,s,t) € Somme

ou Produit(a) est I'ensemble des couples (z,y) tels que z = ay et Somme est 1'ensemble des
n-uplets (z,y1,...,yn) telsque z = y1 + - -+ + yp.

Apres application de ces transformations, notre ensemble de contraintes se trouve sous
la forme

z1 €0, —1] A... A xg0 € [0,a — 1]

AN oy €[0,b—1] A... A yeo € [0,b—1]

AN 21 €[0,c—1] A... A 250 €[0,c— 1]

N (z1,y1,21,-..,25,Ys5,25) € Classe(m;)

A :

A (1'567?/5672567---737607?/607260) € Classe(mg)
A

Elml...EImGO
my € [0,abec — 1] A... A mgp € [0,abc — 1]

A (mq,...,mgy) € EntiersDistincts
ds1 3t 3 560 I teo
S1 € [O,G(b - 1)] Seo € [O,G(b - 1)]
A At €]0,ab(c — 1)] Ao A At € [0,ab(c — 1)]
A (sl,yl) € Produit(a) A (Sso,yso) S Produit(a)
A (tl, Zl) € Produit(ab) A (tﬁo, ZG()) € Produit(ab)
A (ml,xl,sl,tl) € Somme A (m60,$60,860,t60) € Somme

3.2 Réduction des contraintes élémentaires

3.2.1 Multiplication entiére par une constante

Etant donné un entier a, on rappelle que Produit(a) est 'ensemble des couples d’entiers
(z,y) qui sont tels que
(z,y) € Produit(a) <= = =ay
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Proposition : Si X, Y, X', Y’ sont des intervalles tels que X'xY' = apx(X xY N Produit(a)),
avec X et Y non vides, alors

,

(g) , 81X < min(ax, a?) ou max (aK, a?) <X

(‘;f;) = (;0}> , 51X > min(aK, a?) et max(ax, a?) >Xeta=0

([max(a [ X/a] ,min(ix, a?)) ,mir'l(a [Y/QJ_,max(a?, aX))_] ) inon
i 571 [7]) ) i [ ] L))

Preuve Soit z ety deux entiers. Remarquons tout d’abord que la propriété (z,y) € Produit(a)N
X xY est équivalente a
r=yNX <z <XANY <y<Y

Trois cas se présentent alors

1. Si X < min (az, a?) ou max (az, a?) < X cette propriété est alors équivalente a

r=ayNX <z < XANY <y<Y
A (7 < min(az, a?) Vmax(az, a?) < X)

elle entraine

T =ay A (w§7<min(az,a?) §ayVay§maX(aX,a?) <X§m)
= zrz=ayA(x <ayVay <)
= r=ayANzx#ay
= faux

et donc dans ce cas
apx (Produit(a) N X xY) = ()

2.5 X > min(ax, a?) et max(aK, a?) > X eta = 0, la propriété est maintenant
équivalente a
r=0AY <y<Y
d’ou
apx (Produit(a) N X xY) = {O} x Y

3. Supposons que X > min (aX, a?) et max (aX, a?) > X eta # 0, la propriété est alors
équivalente a
r=ayhNa#0ANX <2< XAY

<y<
AN X< max(ax, a?) A min(ax, aY ) <X
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Supposons cette propriété vérifiée, d'un coté la propriété = € proj, (Produit(a) N X xY)
est équivalente a
r=ayhaZ0NX<z<XAY <y<Y
y AN X< max(al, a?) A min(aK, a?) <X

aX/a<:1c<aX/a/\(aY<:1:<aY\/aY<:1:<aY))

< AN X< max(aK aY) /\mln(aX aY) < XA ( |$)
alX/al<z<a [Y/aJ A min(aK, a?) <z< max(al, a?)
= . — Z
A X < max (az, aY) A min(az, aY) < XA (a|x)
- max(a [X/a] ,min(aK, a?)) <z < min(a {Y/aJ ,max(ax, a?)))

A X < max (az, a?) A min(az, a?) <X A (a|x)
Les valeurs a [ X /a] ,aY,aYa LY/ aJ ,aY etaY étant entieres, on en déduit que

apx (proj, (Produit(a) N X xY))

= [max (a [X/a] ,min(az, a?)) ,min(a {Y/aJ , max (az, a?))]
D’un autre c6té la propriété y € proj, (Produit(a) N X xY') est équivalente a
r=ayNa#0NX <2< XANY <y<Y
J (/\ X< max(ax, a?) A min(ax, a?) <X >
(_/a <ayla<X/aVX/a< ay/agi/a) ANY <y<Y
< AN X< max(ax, a?) A min(ax, a?) <X
(1x/a) <y < |X/a| v [X/a] <y < [X/a)) Y <y <V
=4 _ _
A X<m ( Y, aY) /\min(aK, aY) <X
min([i/cﬂ , [Y/a-‘) <y <max(|X/a] [X/aJ) ANY <y<Y
< AN X< max(ax, a?) A min(ax, a?) <X
- max(min([&/cﬂ , [Y/a-l) ,X) <y
)

AN X< max(ax a?) A min(ax, aY
Les valeurs [ X /a], [X / a] 1 X /al, LX / aJ etY é

apx (proj, (Produit(a) N X xY)) B B
= [max(min([i/a} [X/a—‘) ) mm(max({z/aj , [X/aJ) ,Y)}

L'utilisation de la propriété (1.2) termine la démonstration.
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3.2.2 Somme multiple d’entiers

On rappelle que Somme est I'ensemble des (n+1)-uplets d’entiers (x,y1,. .., y,) qui sont

tels que
($7y17"'7yn) € Somme & x:y1++yn

Y,, X', Y/,...,Y, sont des intervalles tels que X 'xY/x- - -xY,, =

Proposition:Si X, Yi,...,
Y,, non vides alors

apx (X xY; x---xY, N Somme) avec X, Y7, ...,

r(%)),siy<ﬁ+...+£ouﬁ+...+ﬁ<l
X' _
(Yll> [maX(X i+ +Y,), min(Y?l +7)] |
1non.
\ [ (YLX ZJ 1]¢1X) mln(Yl,X Z] 10#1?)] , SINO

Preuve Soitz,y,...,y, desentiers. Remarquons tout d’abord que la propriété (z,y1,...,y,) €

SommeN X xY; x---xY, estéquivalente a
=y + -+ AX << XAYI<y<VA...AY, <y, <Y,

Deux cas se présentent alors
+Y,ouY; +---+Y, < X alors cette propriété est équivalente a

1L.SIiX<Y)+--
r=yn+-+Yn L
VAN XS:E<X/\Y1<y1<Y1/\ /\YS n <Y,
AN X<Yi4+YuVYi+--4Y, <X)

elle entrafne dans ce cas

$:y1+_+yn
A x§X<ﬁ+-;+£gyl_+...+yn
V y14++y <Y1+ 4+Y, <X <z

= s=yi+ A A@<yi+ o+ Y VYoot yn <)
= =g+t Y AT F Y+ +un
= faux

nous avons donc dans ce cas

apx (SommeN X xY; x-+-xY,) =10

+Y, < X la propriété est maintenant équivalente a

285X >Y 4+ +YyetY 4+
$:y1+_+yn L L
A < XANY <y <YVIALANY, <y, <Y,
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Supposons cette propriété vérifiée, d'un coté la propriété = € proj, (SommeN X x Y x- - -
xY,,) est équivalente a

Jy1 ...y,
rT=yr+-+yYn

A X<$<X/\Y1 Y1

N Y+ 4+ Y, < XAX<Yi+-+Y,

Fy1 ... Ay,
T=yit oty - -
& (AN YN+ 4+ <pt+otp <Y+ + Y,
ANYi+ +Y<XAX<Yi+--+Y,
- ( i+ +Y,<ze<Vi+---+Y,
ANYi+ +Y<XAXL<Y i +---+Y,

On en déduit que

apx (proj, (SommeN X xY; x---xY,))
= [max(&,ﬁ—i—---#—ﬁ) ,min(Y,Vl—i—-”-i-?n)]

D’un autre c6té, pour tout i € 1..n, la propriété y € proj;,, (SommeN X x Yy x---xYy)
est équivalente a

EIxEIyl N Elyi_lElyHl PN Elyn
rT=yr+-+uYn

A X<x<X/\Y1 n ,

ANYit o+ Yy <XAX <Y+ 47,

dx3yy ... Elyi,lﬂyiﬂ .o dyy,
T=y1+ -+ yYn L
& |A Yi<yui<VinX-— zﬁny<x—2f’1ny]<x zﬁnyj
ANYit A <XAXLSYi+-+Y,

Yi

Yi+4Y,<XAX

j=1l.n"J

“<|| ~

- ( Y<y,<Y/\X S n — 7 T)
A

+ A
= N|

i<
1+

IN :

S

- max(Yi,X Zféll nY) <y; < mln( , X — Zféll n?])
N Yi+--+Y, <XANX<Yi+---+

On en déduit que

apx (projlﬂ (SommeN X xY; x---xY, ))

= [max(vi, X - 27 Y;), mm(Y X -37 Y]
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L'utilisation de la propriété (1.2) termine la démonstration.

3.3 Réduction de la contrainte d’étre des entiers distincts

On rappelle qu’EntiersDistincts est I'ensemble des n-uplets d’entiers distincts deux a

deux :
(21,...,2,) € EntiersDistincts

0

T1F ToNTL F LT3N ... NTp_o F Ty NTp_1 F# In

Soit n intervalles d’entiers non vides X1, ..., X,,, pour trouver les intervalles d’entiers X |, ..., X/,
qui sont tels que X{ x---x X/ soit le plus petit produit cartésien d’intervalles tel que :

X1 x---x X, N EntiersDistincts = X/ x---x X, N EntiersDistincts

nous avons utilisé tout d’abord l’algorithme en O(n?) présenté dans [Lec96] dans le cas
général.

Pour notre probleme de placement des pentaminos ot le nombre de variables contraintes
a prendre des valeurs distinctes est égal au nombre de valeurs qu’elles peuvent prendre,
nous avons finalement repris un algorithme réduisanten O(n log(n)) opérations la contrainte
de « tri », décrit dans [BGC97]. Pour cela, nous imposons aux n premiers entiers d’étre une
permutation, et par conséquent un tri, des z; :

T EXlﬂ[l,n]/\"'/\J?n EXnﬂ[l,n]
A (z1,...,x,) € EntiersDistincts

1 €E XN Nxy, € X,
A (z1,...,z,) € Perm(1,...,n)

)
1 €E XA AN ANz, € X,
AN (x1,...,2n,1,...,n) € Tri

ai,...,a,) une suite d’entiers strictement croissante, on défi-
de la facon suivante

Soit 1, ..., z, des entiers,
nit la relation Perm(a, ..., ay

(
)
(x1,...,2n) € Perm(ay, ..., ay)
sil existe une permutation o : 1..n — 1..n telle que

Tl = aa(l), sy p = ag(n)

SiXy,...,X,, X{,...,X] sontdesintervalles d’entiers tels que X| x---x X, = apx (X1 x --- x X,
N Perm(a,, ..., a,)) avec X1, ..., X, non vides, alors les X/ se calculent a partir des X; avec
l'algorithme suivant, qui est une version simplifiée de 1’algorithme de « tri » décrit dans
[BGCI7].
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3.3.1 Algorithme

L'algorithme utilisé ici se compose de quatre étapes qui en premier lieu décomposent
la contrainte de permutation en une conjonction équivalente de contraintes et réduit les
intervalles en modifiant leurs bornes inférieures. Puis ces quatre étapes sont cette fois-ci
appliquées indépendamment sur chacune de ces nouvelles contraintes de fagon duale : ces
contraintes sont a nouveau décomposées et les intervalles sont cette fois-ci réduits par mo-
dification de leurs bornes supérieures. L’algorithme étant essentiellement une simplification
de celui donné en [BGC97], nous n"avons pas jugé nécessaire de démontrer sa correction.

Principe de dualité

Généralisons nos notations. Soit p une relation d’ordre total sur Z, soit I un intervalle
d’entiers, soitd un élément de Z" et ¢, ¢’ des entiers. Définissons la relation globale Perm”(d),
les entiers [, et T’ et V'intervalle d’entiers [e, ¢/]” de la méme fagon que Perm(d), I, T et [e, '],
mais en remplagant < par p.

Désignons par p ' la relation définie par ep ' ¢’ si et seulement si e’p e. Lensemble ordonné
(Z,p") sera dit dual de (Z, p). On constate que (p')" = pet que:

Propriété: Soit I unintervalle d’entiers et (dy, ..., d,) un élément de Z". On a les proprié-
tés suivantes :

1. I estun intervalle de (Z,p"),
—5T
2. soit les entiers [, et ? " existent et sont égaux, soit ils n’existent pas,

3. soit les entiers I” et [ oT existent et sont égaux, soit ils n’existent pas,

4. (dy,...,d,) € Perm’(aq,...,a,) sietseulementsi (dy,...,d,) € Perm”T(an, ceeyaq)

Description de I’algorithme

Etant donné n intervalles d’entiers X1, ..., X,,, ons’intéresse a calculer apx (X x- - - x X,
NPerm(ay,...,a,)), cet algorithme consiste a calculer une suite ¢y, . . . , gs de huit contraintes
composées. Chacune de ces contraintes fait intervenir le méme ensemble y1, ..., y, de n va-

riables, uniquement la relation Perm(ay,...,a,) ou la relation PermST(al, ...,ap), et est
définie par :

q1 = (yla'-'ayZ) EPermp(a’la"'aa'n)/\yl EXI/\"'/\ynEXn

i, s'il existe j € 1..n tel que dom (y;,q;) = 0
gi+1 =
Ti(pin) A+ -+ NTi (pir,) , avec g = pix A+++ A pig,, sinon

ot i est pris dans 1..8, ott chaque p;; est une contrainte de base et ot 7; (p;;) est la contrainte
composée définie ci-dessous. On a alors

apx (Xl X 'XXn mPerm(a'la' .- 7a'n)) = dom (ylaQS)x' -+ xdom (ynaQS)
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Définition: Pour toute contrainte de base p de la forme

(1,...,2pn) € Perm”(ay, ..., ap)
ANz € Xi
ANz, € X,

p:

ot p est < ou <, la contrainte composée T; (p), avec i pris dans 1..8, est définie comme suit
au paragraphe (i).

(1) Tri des X; par bornes supérieures croissantes

(x,,(l), - ,wy(n)) € Perm’(aq,...,a,)
Titp)=| N7 EN
Nz, € X,

ou v est une bijection de 1..n dans 1..n telle que (X,,(l)p, e ,Xl,(n)p) est croissant pour p.

(2) Superposition des a; aux X;

(1,...,2p) € Perm”(ay, ..., ay)
/\:L‘lEq)
A .-

i ANxp, €0

,S1 ¢ n’existe pas

(xcp—l(l)a' .. 7xcp—1(n)) S Perm”(al,. .. ,an)
ANz € Xy

N

L Nxy € X,

, 81  existe

ou  est la bijection de 1..n dans 1..n définie par
¢ (1) = min(rel(X, a, 1))
¢ (i) = min(rel(X,a,i) — ¢ (1..(i — 1))), sii € 1l.n
Avec
rel(a, X,i) =min{j € l.n| a; € X;}

(3) Décomposition de la contrainte

(%(1,1),---73311(1,711)) € Perm” (%(1,1)7 e ,ah(ml))
A1) € X1y

N

| A Zh(1,n0) € Xn(1m)

Ts(p)= N
(xh(k,l)a e 7xh(k,nk)) € Perm” (ah(k,l)a e 7ah(k,nk))
A ﬁ 96 (k1) € Xh(k,1)

L A Thlkny) € Xn(kng)
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ot k, les n; et les h; j, pour i € 1.k et j € 1..(2n;) sont calculés comme suit. Nous trions
le n-uplet (1,...,n) dans I'ordre croissant de <, ; la relation <x , entre deux éléments de
1..n étant définie par

soiti < j etil existe kq,...,k, aveci =k, h > 1,k, =7,

i <xai ki < kiy1etag, , € Xy, pourtouti € 1..(h — 1),
>X,a —

soiti > 7 etonn’apasj <x, .

On met le n-uplet ainsi obtenu sous la forme w; - — — — - wy, ott les n;-uplets w; sont crois-
sants pour < et de longueurs n; maximales. Pour chaque i € 1..k, le n;-uplet (h (i, 1) ..., h(i,n;))
est défini par

(h(i,1),...,(6,n)) = wi.

Pour réaliser effectivement ce tri, nous avons utilisé un algorithme de complexité li-
néaire. Il consiste a appliquer tant que possible une des transformations décrites ci-dessous,
sur le triplet (¢, (1,...,n),e). Apres 2n transformations, nous obtenons un triplet de la forme
(e,e,w), ou w est le n-uplet w; - — — — - wy, attendu. Ces deux transformations sont :

L. (u, ()v, w) — (u-(l), v, w) siu=c ou siu#ceta € X,
2. (u-(), v, w) — (u, v, (I)w) siv=c ou siv#cetay ¢ X

ou [ est un entier, u et v des suites d’entiers, u désigne le dernier élément de u et ¢ le premier
élément de v, quand u et v sont non vides.

(4) Ecrétement inférieur des X;

(T1,... 1) € Perm”T(an,...,al)
—p]P
ANx1 € |a I,le
Ti(p) = AL [f() ]

Nxy € [af(n),X_np}p

ou f (i) = min {] €l.n]| Xip aj}, pouri € 1..n.
(5) a (8) Lasuite 75 (p), Ts (p), T7 (p), Ts (p) est égale a la suite Ty (p), T2 (p), T3 (p), Ta (p)-

Complexité

Cet algorithme se résume a la suite des quatre opérations suivantes :
— un tri,
une superposition,
une décomposition
— et un écrétement.
Les algorithmes que nous utilisons pour chacune de ces opérations sont de complexité res-
pectives O(nlog(n)), O(nlog(n)), O(n) et O(n). La complexité de notre algorithme est donc
en O(n log(n)).
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3.3.2 Exemple

Nous illustrons cet algorithme par I’exemple suivant : on se donne les intervalles X; =
[3,4], Xy = [2,5], X3 = [1,6], Xy = [2,5], X5 € [0, 7], Xe = [2,6], X7 = [3,4] Xg = [0,7] et
lesentiersa; =0,a2 =1, a3 =2,a4 = 3,a5 =4, a5 =5, ar = 6, ag = 7; on souhaite donc

réduire la contrainte
.,x8) € Perm=(0,...,7)

/\1516[3,4] /\(L‘QE[Q,5]
p=| ANz3z €[1,6] A x4 €[2,5]
/\:E5€[0,7] /\(IIGE[Q,ﬁ]
ANzx7 € [3,4 N x5 €0,7]

dans cet exemple, les modifications intervenues sur la contrainte seront mises en évidence
par un fond grisé et chaque étape de l’algorithme sera illustrée par un dessin figurant les
intervalles de valeurs des z; et un point pour les valeurs de chaque a;, comme ci-dessous
pour nos valeurs initiales :

Etapes (1) a (4)

Le tri des X; par bornes supérieures croissantes nous donne une premiére permutation
v={lr 1,2~ 7,3+ 2,4+ 4,5+ 3,6 — 6,7 — 5,8 — 8} et la nouvelle contrainte

Ti(p):

(21,27, T2, T4, T3, T, T5, Tg) € Perm=(0,...,7)

Nz € [3,4] N x9 € [2,5]

Ti(p)=| Az3 €[1,6] A z4 €[2,5]

Nx5 € [0,7] N xg € [2,6]

Nx7 € [3,4] N x8 € [0,7]

o
o
o
o
o
o
o
o

La bijection v nous permet de calculer la superposition des a; aux X; qui est la permu-
tationp = {1 — 4,2+ 3,3+ 2,4~ 6,5 — 1,6 — 7,7 — 5,8 — 8}. p existe, 'ensemble
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X x---xX, N Perm=(ay,...,a,) est donc non vide et
(155,x3,x2,$1,$7,$4,$6,$8) € Permg(o’ e )7)
/\ZL‘1€[3 ]/\J?QE[, ]
T2(Ti(p) = | Aaz €[1,6] A z4 € [2,5]
Nx5 € [ ,7] N xg € [2,6]
ANzx7 €[3,4] A zg €[0,7]
] <] o
@)
O
@)
O
@)
O
1] L @)
Trions le 8-uplet (1,...,8) dans I'ordre croissant de < x ,, en utilisant 1’algorithme décrit
précédement. Nous avons :
(ala---aGS) = (0a172a3,4a5,6a )

ce tri s’effectue par les 16 tranformations du triplet (e, (1,2,3,4,5,6,7,8), ¢) :

(e, (1):(2,3,4,5,6,7,8), £) —> (e-(1), (2,3,4,5,6,7,8), ¢)

(1), (2)-(3,4,5,6,7,8), ) —s ((1)-(2), (3,4,5,6,7,8), &) caras € Xi
((1,2), (3)-(4,5,6,7,8), &) — ((1,2)-(3), (4,5,6,7,8), ) caras € X»
((1,2,3), (4)-(5,6,7,8), ¢) — ((1,2,3)-(4), (5,6,7,8), &) caras € X;
((1,2,3,4), (5)-(6,7,8), ¢) —> ((1,2,3,4)-(5), (6,7,8), ¢) caras € X4
((1,2,3,4)-(5), (6,7,8), &) — ((1,2,3,4), (6,7,8), (5)-¢) carag ¢ Xs
((17273)'(4)7 (67778)7 (5)) — ((17273)7 (67778 ) (4)(5)) car ag ¢X4
((17273)7 (6)(778)7 (475)) — ((17273)'(6)7 (77 )7 (475)) car ag € X3
((1v2’3)'(6)’ (7’8)’ (4v5)) — ((1’2v3)v (7’8)’ (6)'(4v5)) car a7¢X6
((172)'(3)7 (778)7 (67475)) — ((172)7 (778)7 (3)'(67475)) car az ¢X3
((1v2)v (7)(8)’ (3’6v4’5)) — ((1’2)'(7)’ ( )’ (3’6v4,5)) car a7 € Xo
((172)'(7)7 (8)7 (3767475)) — ((172)7 (8)7 (7)'(3767475)) car ag ¢X7
((1)'(2)’ (8)v (7’3v6’4v5)) — ((l)v (8)v (2)'(7v3’6v4’5)) car a8¢X2
(1), (8)-¢, (2,7,3,6,4,5)) —s ((1)-(8), &, (2,7,3,6,4,5)) caras € X,
(1)-(8).e. (2.7.3.6.4.5)) —> ((1), & (8)-(2.7.3.6.4,5))

(e-(1),e, (8,2,7,3,6,4,5) — (e, ¢, (1)-(8,2,7,3,6,4,5))

et nous donne (1,8)-(2,7)-(3,6)-(4,5), la contrainte précédente se décompose alors en la
conjonction des quatre contraintes suivantes :

(z5,x8) € Perm=(0,7)

ANzxs €[0,7] A zg €[0,7] Azx3 € [1,6] A xg € [2,6]
) \ l (z1,77) € Perm=(3,4) ]
(2, ANzxy € [3,4] N z7 € [3,4]

A [ (z3,26) € Perm=(1,6) l

Ts (T2 (Ty (p))) = 1A\q2A\q3A\qs =
3 (T2 (T1 (p))) = @1A\g2Ag3A\gs (z9,4) € Perm=(2,5)

Axy €[2,5] A x4 € [2,5]
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O

Nous pouvons maintenant pour chaque ¢; appliquer I'écrétement inférieur des X :

(x5,18) € PermST(7, 0) A (x3,26) € PermST((i,l)
_/\2756[0,7]/\1‘86[0,7] /\ZL‘3€[1,6]/\ zg =6

(x9,z4) € PermST(5,2) A (x1,27) € PermST(4, 3)
i N x9 € [2,5] N x4 € [2,5]

T4 (q1)ATa (q2)ATa (g3)A T4 (q4) =

:!o

Etapes (5) a (8)

Nous appliquons maintenant a chaque contrainte simple la version duale de I’algorithme
précédent. Tout d’abord le tri des X; par bornes inférieures décroissantes :

T (Ta (q1)) (5, 25) € Perm™' (7,0) ] . [ (w6, 23) € Perm=' (6,1) ]
A\ 7-5(721(q2)) . /\:E5E[0,7]/\:E8€[0,7] /\2736[1,6]/\1‘6:6
A Ts5(Ta(gs)) (z9,74) € Perm=' (5,2) n | (#1,7) € Perm=" (4,3)
A Ts (Ta(qa)) Azy € [2,5] A x4 € [2,5] Azi € [3,4 A z7 €[3,4]

La superposition des a; aux X :

To (T (T2 (1)) (z5,75) € Perm=' (7,0) W | (@s,ms) € Perm="(6,1) ]
AN Te(T5 (T1(q2))) _ /\(L‘5E[0,7] /\:E8€[0,7] /\:E3€[1,6] N g =06
A Te (Ts (T (g3))) A (x2,4) € PermST(5, 2) A (x1,27) € PermST(él, 3)
AN To (T5 (Ta (1)) Azo € [2,5] A 34 € [2,5] Az € [3,4] A z7 €[3,4]

ANz € [3,4] N x7 € [3,4]
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O

o

La décomposition de chaque contrainte :

[ (z5,x8) € Perm™ (
/\:L‘5E[0 7] /\:L‘ge

>]]

[0,7
A (z3) € Perm=" ]
T2 (T6 (T3 (Ti (1)) | A3 € [1,6]
N T (Ts(T5 (Ta (2)) _ _ B—
A T (T (T (Ti(gs) ~ 1A T2 ATSATEATS = A A(x)féje }
AT (T (T5 (Ta (1)) ’
A ($2,I4) € Perm=" (5,2)
| AN x2 € [2,5] /\:1:46[2 5]
A (z1,x7) € Perm™ (4 3)
| Az € [3,4] A z7 €[3,4]
@) DO )

Et enfin I'écrétement supérieur des X; :

(z5,28) € Perm=(0,7) ]
| Nx5 € [0,7] N xg € [0,7]
[ (23) € Perm=(1) ]
A
| AN z3=1
[ (z6) € Perm=(6) ]

L A e — 6

(z9,24) € Perm=(2,5) ]
_/\:E2€[25] /\(II4€[25]

(z1,27) € Perm=(3,4) l
| Az €[3,4] A z7 € [3,4]

Ts (r1) AT (ro) A Tg (r3) A Tg (ra) A Tg (r5) = A

A
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Nous obtenons finalement :
apx (X1 x---x X, N Perm(ay,...,an)) = [3,4] x[2,5] x {1} x[2,5] x[0, 7] x {6} x[3,4] x [0, 7]

Nous aurions obtenu exactement le méme résultat avec une contrainte d’« étre des en-
tiers distincts ». L'intérét d’utiliser une contrainte de permutation est ici d’avoir calculé
la décomposition de notre contrainte en une conjonction de cinq petites contraintes; une
contrainte d’entiers distincts ne ce serait pas décomposée dans cet exemple, et se décompo-
serait beaucoup moins dans tous les autres cas.

3.4 Réduction de la contrainte de placement

Pour réduire la contrainte Classe( f ), nous introduisons tout d’abord la contrainte Translaté( f)
et donnons la facon de la réduire.
3.4.1 Contrainte de translation

Si f est une configuration de n points, alors Translaté(f) est I’ensemble des 3n-uplets
d’entiers tels que

(xlaylazla <5 Tns Yn, Zn) € Translaté(f)

{(1717 Yi, Zl)7 (R (xﬂn Yn, Zn)} € translatés (f) et
((z1,y1,21), -+, (@, Yn, zn)) est lexicographiquement croissant

Proposition:Soit X,Y1, 21, ..., X, Yy, Z,, X1, Y{, Z],...,X],, Y, Z] desintervalles tels que
X{xY{xZx--xX] xY!xZ] = apx(Translaté (a1,b1,c1,...,an, by, cn) N X1 XY1XZ1 %+ - XX, X
Yy % Zy). Si ((a1,b1,¢1), ..., (an, bn, cp)) est un n-uplet de points de f croissants dans 1’ordre

lexicographique alors, pour touti € {1,...,n}
0 max;—1.p (& — aj) > minj—q. 5, (Y] — aj)
O|,si oumaxj—y ., (& — bj) > minj—q 5, (7] — bj)
XZ( 0 Oou maxj —1.n (é — Cj) > minj—q. ., (7] - Cj)
v/ | =
Z [az’ + max;=1.n (& - aj) , @ + minj—y_y (Yy - aj)}
b; + max;—1.n YJ — bj) ,bi + minjzlnn (?J — bj) , autrement
¢i + max;—1 p é — c]-) , G+ minj—y_y (7] — c]-)
Preuve Soit z1,y1,21,...,Zn, Yn, 2y des entiers. Remarquons tout d’abord que la propriété

(T1,Y1, 215+« s Tny Yn, 2n) € Translaté (aq, by, c1,. .. an, by, cn) N Xy XYy X Z1X - XX, XY, X Z)y
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est équivalente a

Judv3iw
r1=a1+uANy1=b+vAzi=c1+w

Tp=0p+uNy,=b,+vAz,=c1+w
X1 <oy < XK1 ANV <y <YViANZ <xn <74

> > > > >

Deux cas se présentent alors :

1. Si maxj—1., (X; —a1) > mini:L.n(E — a1) ou max;=1.n (Y; — b1) > minj—1_,(Y; — b1)
ou max;—1., (Z; — ¢1) > min;—1.,(Z; — ¢1) alors cette propriété est équivalente a

Judv3iw
ri=a1+ulANy1=b+ovAzr=c1+w
A e
AN zp=ap+ulNy,=b,+vAz,=c1+w
AN X <o <A<y <SVIANZi<z<Z)
A e
max;—1_p, (Xi — a;) > minj—;_,(X; — a;)
A |V maxizip (Yi— bi) > min=q (Y — b;)

V' maxi—i.p (Zi — ¢) > mini—1_,(Z; — ¢;)
elle entraine dans ce cas

Judv3iw
Xi<m <XiANV<yi<YIANZi <z <7y
A e
max;—1 , (X; — z; +u) > mini—1_,(X; — z; + u)
VAN \Y Hla,XZ':L.n(
\ maxi:l..n(

Y —yi +v) > mini— ,(Y; — yi +v)
Z;

— zi +w) > ming—y o (Z; — 2z + w)
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=  dudvdw

X <o <XIANVN <y <YVIANZL <z <7,

A e

N Xop <@ <Xy AYy <yn <YoANZy <20 <7y
max;—1.p (X; — 2; +u) > minj—_,(X; — 2; + u)

A

Vo maxi—i p (Y — yi +v) > minj—y (Y — yi +v)

Vo omaxi—i.p (Zi — zi +w) > mini—1_,(Z; — z; + w)
= Juiviw
X <o <XIANVN <y <VIANZi <z <7
A

A &SwnSX_n/\ﬁgynSTn/\éganZ_n

max;—1., (X; — ;) > minj—_,(X; — z;)

A

V. max;—1., (Y; — vi) > minj—_,(Y; — v;)

Vo omaxi—i .y (Z; — zi) > minj—1_n(Z; — 2)
=  dudvdw

0 > maxj—1.p (X; — z;) > mini:L.n(_E —z;) >0
V0> maxi—1.p (Y; —yi) > mini—1.,(Y; —yi) >0
V0> maxi—i., (Z; — i) > ming=1.,(Z; — ;) > 0
= dudvdw 0>0

= faux

d’ot1 dans ce cas

apx (Translaté (a1,by,c1, ..., an, by, cn) N X1 X Y1 X Zy X+ X Xy XYy X Z) = 0

2. Simaintenant max;—1_, (X; Y;

—a1) < minj—1_,(X;—a1) oumax;=1.,(¥; — b1) < minj—y_,,(Yi—
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b1) ou max;—1 ,(Z; — 1) < minj—y_,(Z; — ¢1), la propriété est alors équivalente a

JuTFv3w
rr=a1+uANy1=b+vAzi=c+w

Tpn=0n+UANYyp=bp,+vANzp=c1+w
X1 <o <XIANVM <y <YVIANZi <z <7,

> > > > >

maxj—1., (X; — a1) < minj—y_,(X; — a1)

A |V maxi—1 , (Yi—b1) <mini—y ,(Y; — by)
Vo maxi=1., (Zi — 1) < minj—y_n(Z; — c1)
& Juivdw

rr=a1+uANy1=b+vAzi=c+w

Tp=0n+UANYyp=bp,+vAzp=c1+w
X1<a1+u<X1/\Y1<bl+U<Y1/\Z1<cl—i—w<Z1

> > > > >

Xn<an+u< X, AY, <b,+v<Y,AZ,<cpn+w<2Z,

a;)

maxi=i..n (& - az) < min;—1, n(y

A V. max;—1.n (E - bz) < mini:l..n(_z b; )
V. maxi—1 .y (Zi — ¢) < minj—1_,(Z; — ¢;)
& Juivdw

r1=a1+uANy1=b+vAzi=c+w

Tp=0n+UANYyp=bp,+vANzp=c1+w
Xi—-a<u<Xi—at A1 -0 o<V -bAZ - <w<Z—¢

> > > > >

Xp—an <u<Xp—an Ay —by <v<Y,—byANZy—cn <w< Zy— ey
max;—1., (X; — a;) < min;=1.n (Xi — a;)
Vo maxi—1.p (Yi — b;) < minj—yn(Y; — bi)
V' maxi=1., (Z; — ¢i) < mini—i »(Z; — ¢;)

>
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< Juiv3iw
r1=a1+uANy1=b1+vAz=c1+w
AN Tp=ap,+uANy,=b,+vAz,=c1+
A maxi—1_p (X; — a;) <u < ming—q_, (Z — ai)
A maxi—i p, (Y;— b)) <o <minj—; , (?i - bi)
A maxj—i n (Zi —¢) <w <minj—_, (Z - Ci)
max;—_, (Xi — a;) < minj—y ,(X; — a;)
A |V maxi—i., (Y —b;) < minj=1..n(Y; — b;)
Voomaxj—1.p (Zi — ¢) < mini—y n(Z; — ¢;)
ay +max;—1_, (X; — a;) <z1 < ay +mini—y (X — a;)
A b+ maxi=i.p, (Y — i) <y < b+ ming=y 5 (Y; — b;)
A e+ maxiy o (Zi —¢) <z < e +ming—y g (Z; — ¢)
& A
A ap +maxi=1.n (Xi — a;) < oy < ap + min=1.n(X; — a;)
A by +max;—1.p (E - bz) <yn < by + mini:l..n(}i_ bz)

AN ep 4+ maxi—1., (Zi — ¢;) <z < cp + ming—y n(Z; — ¢;)

Ceci termine la démonstration : pour tout ¢ pris entre 1 et n, on a alors

apx(proj3i_2(Translaté(al, b1,Clye ey lp, by, ) N X1 XY X Zy % Xy xYann))

= [ai —+ man:l..n (& — aj) , Aj + minjzl,,n (Xj — aj)]

apx(proj3i_1(Translaté(al, b1, Clyenylp, by, ) N X1 XYy X Zp X Xy XY, X Zn))
= [bz + max;—i..n (& — bj) ,bz' + minjzl..n (?J — bj)]

apx(proj,; (Translaté (a1, b1, c1,. .. an, by, ) N X1 X Y1 X Zy X+ Xy, x Y, X Z,))

— [Ci + maxj—1.n é — Cj) ,Ci + minjzlnn (Zj — Cj)]

3.4.2 Contrainte de placement

Nous pouvons maintenant traiter la contrainte Classe(f). Soit f une configuration de n
points, on rappelle que Classe( f) est ’ensemble des 3n-uplets d’entiers tels que

($laylazla <oy Ty Yn,y zn) € Classe(f)

)
{($17y17z1)7 RS ($nayn7zn)} € dasse(f) et
((z1,y1,21), -+, (@, Yn, zn)) est lexicographiquement croissant

Proposition:Soit X1,Y1,Z1,...,Xpn, Yo, Z,, X1, Y, Z1,..., X}, Y, Z! desintervalles tels que
X1,Y1,Z1,...,Xpn, Yy, Zy, sontnon vides et X| xY/xZ{ x...x X! XY x Z! = apx (Classe(f)
NXy XY xZyx...x X, XY, x2Zy),

soit {g1,...,g24} = pivotés(f),
soitr = Classe(f) N X1 xY1 x Z1 X...x X;, XY, X Z,,
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soit r; = Translaté(g;) N X1 xY1 x Zy x...x X, XY, X Z,,

SOitlexylszle~ . -XanXYan
soit J I'ensemble des j € {1,...,24}
Alors pour tout: € 1..n

Znj = apx(rj),
tels que apx(r;) # 0.

([0
0],siJ=0
X! 0
Y~I

[minjeJ Xz'j, maXiec.j Xij]

[minjeJ }/;'j, maX;ec.j Y_l]] s sinon

[minjej Zij, maX ey Zz]:|

Ce résultat découle de la définition de Translaté(f), de I'égalité (1.1) et de I'égalité (1.4).
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Chapitre 4

Résultats expérimentaux

4.1 Stratégie de résolution

Nous avons vu dans le premier chapitre que ’algorithme de résolution termine toujours
si la formule entrée est bien sous forme normalisée. Toutefois, pour des raisons d’efficacité,
il est préférable de donner un ordre de priorité a chacune des transformations. L'ordre choisi
est celui de I'énoncé de ces regles.

Pour notre probleme de placement des pentaminos, les regles 5 et 6 ont également été
traitées spécialement, de la fagon suivante :

— pour la regle 6, nous avons coupé en priorité l'intervalle I contenant I'inconnue m;

dont la borne inférieure est la plus petite, cet intervalle est coupé en deux intervalles
{I} et [l +1, T} ; essayant ainsi de placer en priorité les pentaminos en comblant les
vides du pavé de plus faible abscisse, puis de plus faible ordonnée, puis de plus faible
hauteur. Une fois que tous les intervalles des m; sont réduits a un entier, toutes les
autres valeurs du probleme sont déterminées,

— laregle 5 de réduction des domaines a été appliquée en priorité sur les contraintes les

plus simples (i.e. celles dont 1’algorithme de calcul est de plus faible complexité par
rapport au nombre de variables),

($d1,17 . 7$d1,n1) €rn
(Z1,...,2p) ET A
(5)' 2 1 €1 N A ($dm,17"'7$dm,,nm)6rm
Az €l
A zy €1y A e
N zp €I

TAB. 4.1 — La regle de réduction et de décomposition
— pour prendre en compte la décomposition dynamique de certaines contraintes, nous

remplacons la regle (5) par la regle (5') de la table 4.1. Dans cette transformation,
ni,..., Ny, sont des entiers strictement positifs tels que ny + - - - +n,, = n, la suite d’en-

35



CHAPITRE 4. RESULTATS EXPERIMENTAUX 36

tiers (di,1,...,dinyy - s dm,1s- - dmp,, ) estune permutationde (1,...,n)etry,... 7y,
sont des sous-ensembles de Z" vérifiant I'égalité ((1g, , x- - -xIg,, ) X -+ X (g, , X X
Lip )OS =(Lgy , X x1g, , N11) X X (L, X xIq,, . NIy)avec sl'ensemble
des n-uplets (Ta, ;s Tdy - v+ s Tl 1o+ -+ s Tdyy ) tels que (w1, 20) € 1
La stratégie de choix de l'intervalle a couper et de la méthode de coupure est primor-
diale. Sélectionner les variables dans leur ordre d’apparition dans la formule et les couper
simplement en leur milieu ne permettrait pas de trouver la moindre solution a notre pro-
bleme.

‘ | Avec décomposition | Sans décomposition |

Avec priorité

5,5 secondes
12 700 appels
57 % du temps

15 secondes
12 419 appels
86 % du temps

Sans priorité

38 secondes
44 998 appels
76 % du temps

47 secondes
39 250 appels
95 % du temps

TAB. 4.2 — Efficacité de la stratégie de résolution

La table 4.2 donne le temps pris par I'algorithme de résolution de contraintes, le nombre
de fois qu’est appelé 1’algorithme de réduction de la contrainte d’étre des entiers distincts et
le pourcentage de temps pris par cette réduction par rapport au reste du programme pour
trouver une premiere solution au probleme 6 x 10. Elle illustre les effets de I’application ou
non des deux derniéres stratégies : donner la priorité aux contraintes les plus simples nous
permet d’accélérer notre programme d’un facteur variant de 4 a 6, décomposer dynamique-
ment les contraintes permet de doubler voir tripler la vitesse d’exécution.

4.2 Premiéres solutions

Pour avoir une premiere idée de la complexité des problemes sur les pentaminos, nous
avons tout d’abord programmé un algorithme énumératif classique (décrit en appendice).
Pour chaque combinaison de a, b et ¢ telle que a x bx ¢ = 60, la table 4.3 donne le nombre
total de solutions trouvées, le temps pris par 1’algorithme classique et le nombre de nceuds
de son arbre de recherche. Nous considérons ici les solutions symétriques comme distinctes.

Nous calculons ensuite le temps et le nombre de coupures (nombre d’application de la
régle de réécriture numéro 6) de notre algorithme de résolution appliqué a la contrainte
décrivant le probleme des pentaminos pour trouver les 8 solutions du probleme 3x20, les 96
solutions du cas 2x3x10 et les 100 premiéres solutions des autres cas. Ces chiffres sont mis en
comparaison avec le temps et le nombre de nceuds de I'arbre de recherche de I'algorithme
énumératif dans la table 4.4.

Nous voyons immédiatement que I"algorithme énumératif est de loin la méthode la plus
efficace pour résoudre le probleme des pentaminos. La derniere ligne de ce tableau nous
laisse par contre espérer un espace de recherche plus réduit pour le probleme 3x4x5 qui est
le cas le plus combinatoire.
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dimensions | nombre de |  algorithme énumeératif
du volume | solutions temps | neeuds
2x30 0 0s 100
3x20 4x2 0s 71191
4% 15 4% 368 3s 1789 678
5x12 | 4x1010 11s 8 387 260
6x10 | 4x2339 35s 25 848 916
2x2x15 0 Os 3474
2x3x10 8x 12 5s 3 543 583
2x5x6 8x264 | 6m36s | 257639 965
3x4x5 | 8x3940 | 2h 11 m | 9279 204 103

TAB. 4.3 — Mesures de temps de 1'algorithme énumératif

dimensions | algorithme énumératif notre algorithme
du volume temps | neeuds temps | coupures
3x20 0s 71191 25s 72 036
4x15 0s 134 982 37s| 121293
5x12 0s 247 082 1m | 217212
6x10 0s 324969 | 1m36s| 351510
2x3x10 3s| 3543583 | 16 m42s | 2914 667
2x5x6 12s | 7775773 | 28 m455s | 4187 511
3x4x5 | 3m43s | 19600732 | 50m 53 s | 7588 096

TAB. 4.4 — Comparaison entre 1’algorithme énumératif et notre algorithme, pour les 100 pre-
mieres solutions

Ces deux algorithmes ont été écrits en C, compilés avec gcc v2.95 et exécutés sur un
Pentium III cadencé a 350 MHz avec 512 Ko de cache, sous le systeme d’exploitation Linux.

Ces deux algorithmes énumerent bien trop de solutions (quatre fois trop en deux dimen-
sions et huit fois trop en trois dimensions). Méme en divisant par huit nos temps de calcul,
I’algorithme de résolutions de contraintes sur les entiers sera encore dix fois plus lent que
le classique ; mais il reste intéressant d’étudier I’élimination des solutions symétriques dans
les deux cas et de voir les résultats de cette énumération sur nos temps de calcul.

4.3 Elimination des symétries en deux dimensions

Dans les probleémes de placements dans le plan chaque pentamino a 8 (les pentaminos
F,L,P,NetY), 4 (pourleT,leU,leV,le W etle Z), 2 (le I) ou bien 1 (le X) orientations
possibles en fonction de ses symétries internes. Considérons 1’ensemble S; des solutions
ol un des pentaminos 7; a une certaine orientations « et 'ensemble S des solutions ou
'orientation de ce méme pentamino est obtenue par symétrie d’a par rapport a I'une des
médianes du rectangle a paver.

Toute solution de S, est obtenue par combinaison de symétries par rapport aux médianes
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du plan a paver d’une solution de S; (et vice-versa) (Si de plus le rectangle a paver était un
carré, la remarque précédente s’appliquerait aussi pour les symétries de pentaminos par
rapport a la diagonale du carré, ceci n’arrive jamais dans le cas des pentaminos, 60 n’étant
pas un carré).

Pour éviter de parcourir un espace de recherche trop grand, nous choisissons un penta-
mino 7; ayant 8 orientations possibles. Parmi ses orientations a1, . .., ag, on choisis un sous-
ensemble d’orientations qui ne sont pas symétriques l'une par rapport a l'autre, de taille
maximale; (il est de taille 2). On contraindra ce pentamino a ne pas se placer suivant les 6
orientations non retenues.

Nous évitons ainsi les solutions symétriques : si nous avions deux solutions symétriques,
elles le seraient par symétrie par rapport a I'une des médianes du carré; le pentamino 7y
aurait dans une des solution une orientation symétrique par rapport a cette méme médiane
a son orientation dans I’autre solution, ce qui est impossible car on a interdit ses orientations
symétriques.

Pour nos calculs, nous avons choisi d’interdire les placements symétriques du pentamino
F (voir la figure 4.1).

FIG. 4.1 — Choix de 2 orientations du F' parmi les 8 possibles

Résultats

Nous obtenons les résultats présentés dans la table 4.5. On remarque que les espaces
de recherches de ces deux programmes sont relativement similaires. L'élimination des sy-
métries a divisé les temps de calculs et les espaces de recherche par trois, pour un nombre
d’orientations d"une piece divisé par quatre.

dimensions | nombre de | algorithme énumératif notre algorithme

du volume | solutions | temps | neeuds temps | coupures
2x30 0 0s 100 0s 0
3x20 2 0s 38 792 12s 32 809
4x15 368 1s 708508 | 3mb6s | 771425
5x12 1010 4s 3285507 | 177m03s | 3532267
6x10 2339 | 12s 9918168 | 46 m 27 s | 9752037

TAB. 4.5 — Temps en deux dimensions, apres élimination des symétries
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4.4 Elimination des symétries en trois dimensions

Dans les problemes de placements dans I’espace chaque pentamino a 24 (pour F, L, P, N
etY), 12 (T,U,V,W et Z), ou bien 3 (les pentaminos I et X) orientations possibles en fonc-
tions de ses symétries internes. Considérons 1'ensemble S des solutions ot1 un des penta-
minos 7; a une certaine orientations « et I’ensemble Sy des solutions ot I’orientation de ce
méme pentamino est obtenue par symétrie d’« par rapport a 'un des trois plans médians
(i.e. d’équation z = (a + 1)/2, y = (b+ 1)/2 oubien z = (¢ + 1)/2) du bloc a paver.

Toute solution de S5 est obtenue par une combinaisons de symétries par rapport a I'un
de ces plans d’une solution de S; (et vice-versa) (Si le bloc a paver avait deux dimensions
égales, la remarque précédente s’appliquerait aussi pour les symétries de pentaminos par
rapport a des plans diagonaux; mais dans le cas des pentaminos, on voit instantanément
que le seul probléeme dans ce cas est le 2x2x 15 qui n"admet pas de solution, on ne se soucie
donc pas non plus de cette remarque).

Pour éviter de parcourir un espace de recherche trop grand, on choisis un pentamino
7; ayant 24 orientations possibles. Parmi ses orientations «j, ..., a4, on choisis un sous-
ensemble d’orientations qui ne sont pas symétriques 1'une par rapport a l'autre, de taille
maximale, cet ensemble est de taille 6. On contraint ce pentamino a ne pas se placer suivant
les 18 orientations non retenues.

Si deux solutions du probleme sont symétriques apres avoir éliminé les 18 orientations,
alors elles le sont par réflection par rapport au plan médian parallele au plan contenant le
pentamino choisi.

Pour nos expérimentations, c’est encore le pentamino F' que nous avons sélectionné (voir
la figure 4.2).

FIG. 4.2 — Choix de 6 orientations du F' parmi les 24 possibles

Résultats

La table 4.6 nous donne les premiers résultats de cette élimination des symétries. Comme
précédemment, nous sommes de deux a trois fois plus rapide, et 'espace de recherche
des solutions a été diminué d’un méme ordre de grandeur. L'ensemble des solutions du
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probléme 3 x 4 x 5 est maintenant trouvé en moins de neuf jours en programmation par
contraintes.

dimensions | nombre de algorithme énumératif notre algorithme
du volume | solutions temps | neeuds temps | coupures
2x2x15 0 Os 3474 Os 0
2x3x10 2x12 3s 1 860 942 9m42s 1559135
2x5x6 2x264 | 2m45s | 114424 641 25h9m | 102516710
3x4x5 | 2x3940 | 50m 16 | 2039115519 | 216 h30m | 1672290 710

TAB. 4.6 — Temps en trois dimensions, apres une premieére élimination des symétries

4.4.1 Sans symétries pour les boites d’épaisseur 2

Pour les probléemes ot ¢ = 2 on peut facilement éliminer le reste des solutions symé-
triques en choisissant un pentamino 7; ne pouvant étre contenu entierement que dans un
plan horizontal. L'ensemble des solutions S est alors constitué de I'ensemble S; des solu-
tions oul ce pentamino est contenu dans le plan inférieur et de I'ensemble S5 de celles ot il
est contenu dans le plan supérieur. Ces deux ensembles sont disjoints (7 ; est pour chaque
solution contenu dans un seul de ces deux plans) et chaque élément de 'un est obtenu par
symétrie d’un élément de I'autre (cette symétrie étant la réflection par rapport au plan hori-
zontal z = 1/2).

Choisissons comme pentamino 7; le pentamino 7; précédent.

Si deux solutions de S| obtenues sont symétriques alors la position de m; dans 'une ne
peut étre obtenue par symétrie de la position de 7; dans I'autre car on a supprimé les 18
orientations symétriques par rapport aux plans verticaux de 7; ainsi que la symétrie par
rapport au plan horizontal. Deux solutions ne peuvent donc étre symétriques.

En for¢ant le pentamino 7; a étre dans le plan inférieur avec la contrainte z; = --- =
x5 = 0 on élimine donc toutes les solutions symétriques.

Ici encore, nous avons choisi le pentamino F pour nos mesures de temps.

Résultats

Nous obtenons enfin les temps et nombres de solutions dans la table 4.7. Ces résultats
sont plus intéressants, on remarque que I'élimination des symétries est cotiteuse en temps
pour 'algorithme classique, bien que I"on ait restreint le domaine de valeurs possible de cer-
taines variables, 'espace de recherche a quand a lui trés peu diminué (de 10 a 15 % suivant
les cas).

L'algorithme de résolution par contraintes est par contre accéléré, mais d'un ordre de
grandeur bien inférieur a celui de la précédente élimination.

4.4.2 Quelques symétries en moins pour le probleme 3 x4 x5

Pour le probleme 3x4x5, on ne peut éliminer aussi facilement que précédemment les so-
lutions symétriques introduites par le passage en trois dimensions. Nous découpons mainte-
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dimensions | nombre de | algorithme énumératif notre algorithme
du volume | solutions temps | neeuds temps | coupures
2x3x10 12 3s| 1511443 | 7m43s | 1408022
2x5x6 264 | 3m36s | 97192503 | 9h 48 m | 90 565 828
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TAB. 4.7 — Temps pour les boites d’épaisseur 2, apres élimination des symétries

nant le probleme en 5 sous-problemes, toujours suivant le placement du pentamino F (voir
la figure 4.3) :

1.

AR R

dans le plan horizontal inférieur (z = 0),

dans le plan horizontal médian (z = 1),

dans un des plans de la moitié gauche de la boite (y = 0 ouy = 1),
dans un des plans de la partie avant de la boite (z = 0 ou z = 1),

dans le plan vertical médian (z = 2).

On remarque que dans les cas 2 et 5, on obtient encore le double des solutions désirées, en
raison de la symétrie par rapport aux plans médians.

FIG. 4.3 — Décomposition du probléme 3 x4 x5 en 5 sous-problemes

Résultats

Les mesures des résultats obtenus se trouvent dans la table 4.8. La décomposition en
sous-problemes a été plus génante qu’autre chose pour l'algorithme énumératif, bien que
’espace de recherche ait été diminué de plus de 45 %, les temps de calcul de chaque sous-
probleme sont tres proches des précédents et éliminer les solutions apres I’énumération pré-
cédente aurait été bien plus efficace.
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contrainte | nombre de algorithme énumératif notre algorithme
ajoutée | solutions temps | neeuds temps | coupures
z1=-=x5=0 1207 | 42m54s | 1373875178 | 117h 36 m | 1 065 181 264
= =x5=1 2x322 | 44mb59s | 1338513351 | 117h 33 m | 1070 316 969
yr <2A--Ays <2 1185 | 53m44s | 1388531635 | 87h51m | 796027174
21 <2N- - Nzs <2 1150 | 56 m42s | 1380943824 | 12h47m | 121259983
2= =25=2 2x76 | 47m46s | 1225618 582 5h43m 55 311 242

TAB. 4.8 — Temps pour le probleme 3 x4 x5 décomposé

4.5 Illustration de quelques solutions

Nous venons de constater que notre algorithme de résolution de contraintes est bien
moins efficace qu'une méthode de programmation classique. Il est toutefois utilisable pour
obtenir un catalogue de solutions de I'ensemble des problemes de placement des penta-
minos (donné en annexe) et pour illustrer dans les pages qui suivent quelques solutions
intéressantes.

Problémes plans

Dans un numéro du Problemist Fairy Chess Supplement ([Han35]) Frans Hansson propose
le probleme 3 x 20 et en décrit les deux seules solutions (figure 4.4).

FIG. 4.4 — Les 2 solutions du probleme 3 x 20

Dans le Fairy Chess Review [Ste54], Walter S. Stead propose et donne plusieurs solutions
aux problemes 3 x 20, 4x 15, 5x 12 et 6 x 10 (figures 4.5, 4.7 et 4.9), mais la totalité les 2 339
solutions du probleme 6x 10 ont été trouvées par C. B. Haselgrove et Jenifer Haselgrove par
un programme décrit en [HH60], la découverte de I’'ensemble des solutions des problemes
4x15 et 5x12 leur est également attribuée.
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e

FIG. 4.5 — Une des 368 solutions du probleme 4 x 15
FIG. 4.6 — Cinq solutions du probleme 4 x 15 composées d"un bloc 4 x 5 accolé a différents
blocs 4x 10, les quatre orientations et les deux positions (a gauche ou bien a droite du grand

bloc) possibles de ce petit bloc nous donnent le total des 40 solutions composées possibles
de ce probleme

Probleme d’épaisseur 2

C.J. Bouwkamp est le premier a trouver a 'aide de trois ordinateurs toutes les solutions
des problemes 2x3x10, 2x5x6 et 3x4x5. Dans [Bou69], il décrit les 12 solutions du 2x3x10
(figure 4.11). C. J. Bouwkamp énumere également les solutions du probleme 2 x 5x 6 (figure
4.12) dans [Bou78]; parmi celles-ci, on remarque huit solutions composées de deux blocs
5x 6 (figure 4.13).

Le probléme 3x4x5

L'idée de placer les pentaminos dans un bloc de taille 3x4x5 (figure 4.14) et une premiere
solution sont données dans [Nix48]. C’est de nouveau C. J. Bouwkamp qui décrit toutes les
solutions de ce probleme, dans les 310 pages de [Bou67].
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&

FIG. 4.7 — Une des 1 010 solution du probleme 5 x 12
FIG. 4.8 —224 solutions du probleme 5x12 sont composées d'un bloc 5x11 auquel est accolé le
pentamino I, 8 sont obtenues en accolant un bloc 5x3 a un bloc 5x9, 16 autres sont obtenues
en juxtaposant des blocs 5 x5 et 5 x 7 et enfin il existe 16 solutions composées de deux blocs
5x 6, ces derniers permettant de trouver 8 solutions au probléme 2x5x 6. A 'exception du T

accolé a un bloc 5 x 11, cette figure permet de retrouver toutes ces solutions composées par
déplacement et rotation des blocs

FIG. 4.9 — Une des 2 339 solutions du probleme 6 x 10

2

FIG. 4.10 — Seules 16 solutions au probleme 6x10 sont composées. Elles sont la juxtaposition
de deux bloc 6 x5, les mémes que pour le probleme 5x12
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FIG. 4.11 — Les 12 solutions du probleme 2 x 3 x 10

> ;

FIG. 4.12 — Une des 264 solutions du probleme 2 x5 x 6
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> <>
E

FIG. 4.13 — Deux solutions du probleme 2 x 5 x 6 composées de deux blocs distincts. Par
rotations du bloc supérieur, on obtient un total de 8 solutions distinctes

DO
seee
cseS

FIG. 4.14 — Construction pas a pas d'une des 3 940 solutions du probleme 3 x4 x5



Conclusion

Dans ce travail, nous avons cherché a mettre en évidence des contraintes utiles a la réso-
lution de probléemes de placement d’objets dans l'espace. Pour cela, nous avons défini une
méthodologie générale de résolution de contraintes par réduction d’intervalles d’entiers, a
laquelle nous avons soumis le probleme de placement des pentaminos sous diverses formes.

Deux contraintes globales se sont dégagées de cette étude : une contrainte de place-
ment et une contrainte de points distincts. Nous avons donné la méthode de réduction de
la contrainte de placement et avons utilisé une contrainte de permutation pour simplifier la
contrainte d’étre des points distincts.

L'utilisation de ces deux contraintes nous permet de résoudre les probléemes de pentami-
nos et d’éviter facilement de retrouver les solutions obtenues par symétries. Mais bien que
suffisante pour calculer I’'ensemble des solutions aux différents problémes sur les pentami-
nos, cette formulation s’avere bien moins efficace qu'un algorithme classique par énuméra-
tion exhaustive pour résoudre notre probleme.
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Annexe A

L’algorithme énumératif sans
contraintes

La méthode la plus efficace de placement des pentaminos s’est révélée étre un algo-
rithme énumératif classique. Le principe de cet algorithme est de remplir récursivement le
volume en placant a chaque itération un des douze pentaminos dans une de ses 3, 12 ou 24
orientations possibles.

Comme pour le choix de la coupure dans I’algorithme de résolution par contraintes, cette
orientation du pentamino est placée dans l'espace de telle fagon qu'un de ses cubes occupe
la case vide de plus faible abscisse, puis de plus faible ordonnée, puis de plus faible hauteur

du bloc (voir la figure A.1).

FIG. A.1 — Choix et placement d’une des huit orientationS plagables du pentamino F' puis
des deux du Z a partir du point libre de plus petites coordonnées

Comme pour la contrainte décrivant le probleme des pentaminos, le volume a paver a
été linéarisé, cette fois-ci par 'application

(z,y,2) x4+ (a+1)y+2b(a+1)2

Le volume est ainsi « découpé » en plusieurs rectangles suivant sa hauteur, chaque rectangle
est ensuite séparé en lignes horizontales de cubes; ces lignes sont ensuite mises bout a bout
en intercalant un cube entre chaque ligne d’un méme rectangle et b(a + 1) cubes entre deux
lighes d'un rectangle différent. L'intercalement de cubes supplémentaires servant a éviter
aux pentaminos de « sortir » du volume par une de ses faces et d'y « entrer » par la face
opposée.
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Ce volume linéarisé est alors stocké dans une liste de variables et constantesl1-l3 - - - lope(a41)
ou les; sont:
— des variables libres quand il existe un triplet (z,y,2) € [0,a — 1] x[0,b — 1] x[0,¢ — 1]
telquei=z+(a+1)y+2b(a+1)z
— égaux a une constante, fixée arbitrairement, sinon.
La figure A.2 donne un apercu de cette linéarisation pour une boite de dimensions 3 x4 x 5.

b(a+1)
2bcla+1)

FIG. A.2 — Linéarisation du volume 3 x4 x5

Les pentaminos de base 7y, ..., 72 sont eux aussi linéarisés de la facon suivante : on
calcule les 24 orientations dans I'espace de chaque pentamino 7;, puis chacune de ces orien-
tations est linéarisée avec 1'application précédente, mais a l'inverse du volume, les cases
occupées par un cube du pentamino seront des constantes (égales a la lettre représentant le
pentamino) et celles non occupées seront des variables libres. De chacune de ces listes, on
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retire les premiers éléments qui sont des variables libres ; puis, pour chaque pentamino, on
retire les listes d’orientations qui sont en plusieurs exemplaires, c’est a dire les orientations
du pentaminos obtenues par des symétries internes.

FIG. A.3 - Linéarisation de deux des orientations du pentamino F

Un pentamino est donc stocké comme la liste de ses orientations, chaque orientation
étantla liste des cases qu’il occupe (les constantes) et des cases qu’il laisse libres (les variables
libres). La figure A.3 donne une idée de cette linéarisation pour le pentamino F.

FIG. A.4 - Placement des pentaminos L, Z,V,Y et X dans une bofite 6 x 10

Pour résoudre notre probléme, il va falloir mettre le volume et les orientations des penta-
minos en relations. Le placement des pentaminos sera alors l'unification d’un choix d’orien-
tations de ces douze pentaminos avec des sous-listes de la liste décrivant le volume. L'en-
semble des solutions est donc I'ensemble de toutes ces unifications possibles (voir la figure
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A4).
Le cceur de I'algorithme énumératif peut se décrire par le programme Prolog suivant :

remplis(Volume, []).
remplis([Case | Volume], LesPentaminos):-
nonvar (Case), !,
remplis(Volume, LesPentaminos).
remplis(Volume, LesPentaminos):-
element (UnPentamino, LesPentominos, PentaminosRestants),
element (Orientation, UnPentomino),
Orientation = Volume,
remplis(Volume, PentaminosRestants).

ou le prédicat element (X, L1, L2) signifie que L2 est la liste L1 privée de I'élément X
et le prédicat element (X, L) signifie que X est un élément de la liste L.

Voici un exemple d'utilisation de ce prédicat dans le cas ot le volume ot11’on veut placer
les pentaminos est un plateau de taille 6 x10 :

?—rempliS([,,,,,,,,rlor

4 14 4 14 4 14 4 4 14 IOI

14 14 14 14 14 14 14 14 14 Iol

4 14 4 14 4 14 4 4 14 IOI

14 14 14 14 14 14 14 14 14 Iol

4 14 4 14 4 14 4 4 14 IOI

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0 ],
[FI II LI PI NI TI Ul VI WI XI Y’ Z])'
les variables F, I,L, P, N, T, U, V, W, X, Y et Z ayant été préalablement déclarées comme la liste

des orientations possibles de chacun des douze pentaminos. Par exemple, le 7" a été défini
ainsi :



Annexe B

Catalogue de solutions

Solutions du probleme 3 x 20

53
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R R A S R S NS A S S S
B e S S S R e e e e e e e S
TR TR TS S TR TSNS ST
R A A E S S AR RS RS S S S

T anmm s aTT TR RTa S
E S S 2 S RS S E Y S S S SN
R SCNEINS S S S S R N NN

Solutions du probleme 4 x 15
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LU HTHL OB B DTETETHSTTESDS
LU TRTHHEEHSCHTTSESHTHS
LBHUBUHTHULHTHTCSHLNSTHTSHS
ST TSRS THTHHEHBSTETRTS
LU THTHTHTTH/WH /BB /R
LB HBTTBHBTHBTUCTRTTTETTTSHSS
LCHITCHEHTHTHTHTHHBHITHTTSS
GCUTETRHTLTHETHEBTHTHIHS
LS HHTHETHTHHSHETHTS
BB TSI
GO T/ BT HTHT BT THESHTHS
DOV TTTETHTTHITITTTS
DU THTETRBTBTRTETHERRTTETSS
THTHVUUCHTHCTHTHEBHTITHSHNS
BU BT HLUHTHTHHTETHETHSSTHSS
BB HTHTHFTHETHTETH/SISTHTSS
T e T BT LLBLHBTHEBLB TS
SN HTHTEHTHCTH B BB HBBS
ST ST HHTHHETEHTHTTS
S B B T TRV HB B BB TS
L HUCHBUTHTHTBHTETTOETBHT@TE@SS
B HTHHBTHTITSHBTH/HHTS
VTS HBTHTETETHETESBTTHTHSS
B e e S e e e
SHBHBDVTUHTETHBHSBTHBTHTHESS
BB B HTHTTETTHTTHTSTHSS
SO BTHUHUHTHTHUCTHTCSHBETSS
ST ETHHTHTHI/VLSTHTTSTTBTSS

Solutions du probleme 5x12 (1/3)
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B D B S O A S S S A
SHHBHTUTTHTHTHT TS
eSS/ BTLTSS
SO TETRTTHTHUTHSHTSSS
SGH&H TR BH TS
ST HBSTHEETSTHESSS
LHHHBITLTETHTTHESHTEESTSSS
T HHTVLTTHTETITTHTHTRSSS
VIHSTHSUTTHTETHSSSSS
ST TTETETETHTEHTETTHTS
B e D e e e e e O e e
VDU BBV HTCTHESTHEHTSTHS
Beh s e e s i B o 5
VTS HTHBHBTHTHT TS
LU B HTHTETHTUTHTTTTSTSS
BTV TTTHTSETHTTSS
HH BT BT HTHTETHTHTHTESTSTHS
ST THSHSHSB BB BTTTHSS
OBV HBTETHTHETHTTHTSS
LHHTHEHHVTHTHHTHTHTHTHBSS
BB BB T HETHTHFU TSNS
LV T T HTHTHRSTHTEHTTTHTSS
S BBV ITHHBBHT TSN
LHHUD/ U THHTHETETHFTSS
SUUTETHTHTETHHJBTHTTHTHSSS
BB BB HTTTHEHTHETWS
LT TTETHHTHHHTHI/TTSS
LT H BT BT LTRSS

Solutions du probleme 5x 12 (2/3)
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%

BBV HTTHETTETHTIHTHTHTS
LH B HHBBUTTHTIUTHTESSTTSS
B T BTV HETSTSTSSSS
STV TR TS
SUBT BT HTHTUHTHTHTTSTHTHSS
D HHTHLETHTHRHVITHTRSNSSS
e O e

Solutions du probleme 5x 12 (3/3)
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DT DDHH BB
e A e e e e
DL DT B HOOOOHOHHS
> H T HTHHHeS
PP
SO THTTTTHSS
TS LLEHTHTTBTTTHTHTS
e e e e
S HTOHOTOTHTTETHHS
P H T HTLTHTHTHLTHTHTHTHS
ST STHBOODLLTHLHTHHOOS
SHLHLTTHTTTTETRHSETHDS
S HTHOODPTDPTTHHLDHHeDH
B S b o
SO THTETHBTDTHOSDTS
STV
HHS DT HBTOOTHe
P HHT T HHBeTH
DSBS HHHeS
S HOTHTB OB T®
D o A A e B R R T
S POV VOBV SS
S P TTHhPPOTTOSTTHSS
SO BSOBTPPHTTTS
PV TS
A2 A e e e R
SO TS
LD T DTS HTTTTOLHSTS

Solutions du probleme 6x 10 (1/6)
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SHHSSHHSTTSTHTHTHTSS
LSO BT THHTHTSS
ST T HHHTSS
SHOoTTHTHTTHTTHSS
> H TSRS
SO HTHTBDHS
ST %
>SS HHSSSTTSHHHBe
SOLHOTOLETTDTHBTHTSTDHSH
D A A
D A e A A A D A A
SO HeTSH ST OHOeS
B R
SO HSBTTCHTHDBD
LT HBTHTSOD
ST HTOTTSDLHTDRS
S>> HTHOeH
PP H PSS
ST TSN
SO HOBHPTITHoTTTTTS
S HH BT DHDTDHTHO®
LSOO HVOTHHTHBTOOBHTeH
PO TP HBHS
S BTOTCTTHHTTHLHTDTOD
S THHTTHTOHTTDTS>DHeH®
B e e e e S
ST OTHEHTTHTT®
ST

Solutions du probleme 6x 10 (2/6)
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ST HTTSTHBHBSPTHTTSeS
S>> THTDTTHTTOHOHHeDS
S ST ST ST BT HeHS
BT HBOUOBHBDBHB T SS
B A .
B B o s
ST HHBTTSTITHHTHTTTSSH
BT H BT TOHHBHS
SSOooTTTTTTETTTSH
Seooeooooooeseoeoee
ST TSSTETSPTSS
oS THh oSS
oS
SHOB OB HTTOoTETeTS
PSS HD
LTHDBTHTOHTSCTTDB®
BT HBHBSTSTTSTDTDH
DB TTH OB
SO DTETETSESTTTTS
SVBTBeSTCTHTOHTHSHTTHTTe
SO HTHTHTTHSTHTTTBTTOHD
SHLTHTTHSTVTTHTTTTTHT
SO DD TS
SHHBHSHTHBBTTHBSS
LB HTSTHHHTHTHSTSHS
ST THTHSTDTSTHSD
Lo BBV VBB BSDBD
ST

Solutions du probleme 6x 10 (3/6)
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S HTHLHT BT TOHSS
ST HTHTeSS
B i e e e e e e e
ST HTHITHTHHTSHS
> H TR
DB H HBHTSTSTTH S
B PTHTH TS HSHSS
DD T HH T HTHH®
DDV BB BB
SV
OOV PPV BB
BB S H PP BB BB
SO PV BT
SO DB DBDHHHOTHHS
DD VT HHT D
BB
PO DO VOH VDDV HHHS
LSBT BO®
LB DTV HHHHHeN
S>> DTH-HHT>HHT
PP TS
L H TS
DD DL DT HSe
oo P TS
S HBHBHHTTTBTHHDTHH
>TSS HHHHS
DS PPTTTTTETHTOSSTRTTOSD
B A & B A & A & 5 o

Solutions du probleme 6 x 10 (4/6)
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B e L A
ST HTHTHTHHH DS
DD BT HHBHLTDHe
S SV THTDTHB VBT
SO H BT HHOoDDTDBe
LT HBTTLDPTTHLPTHTDTeS
ST TSTHSH
DT DTTHHOTDTTSeS
LSOO THBDTHe
S HLHPTOOHDHOTHOBTTRTS
B R R R e o
ST DB DB
SH DTS HHSHOTHTTTHSHSS
S THLOTHTDTTDTSDTBBS
> TV T HHHeeSe
D e e e s A
> THOTTHTTTHSHe
ST HOHLLTTTeTHS
ST TETETOTHTTTOTSS
LTSS BT
B A A A A A A
SHSHBSHTHOoPTHSTTHHSD
PP TS THHSS
SO DO HTTOHHSDHS
oSSBT THTSTHSe
SOOI TSSO
SHOSBSTOTSTTTTOSSSe
ST HLTHT-T TS

Solutions du probleme 6x 10 (5/6)
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>9SS

S HHOOHOTTTOTTHTHT
SO THOOHTHOoBVHOTTS
SHOOHHEHSTSOTHHH VT
S BTTTTHTTTTTTHTS
SO THTHTTHDHHTSSS
SO D T THTTHTHBHTDBee

Solutions du probleme 6 x 10 (6/6)

N
C
<<

Solutions du probleme 2x 3 x 10
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Solutions du probleme 2x5x6 (1/2)
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> oo
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